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摘 要

在流体的本构关系中引入分数阶导数运算
,

对于介于粘性与弹性之间的流体的描述更具 有合

理性
.

本文将这种关系引入二阶 益体
,

研 龙其管内轴向流劝
.

我们先求出了 1/ 2阶导数的解析解
,

用以验证L a p lac
e
数值反演的 C R U M P方法的有效性

.

然后用C R U M P 法分析二阶流体管内轴向

流动的特征
.

分析表明粘弹性特征越明显的流体
,

其速度与应力对分数导数的 阶 数越 具有 敏 感

性
。

关锐饲 二阶流体 轴向流动 积分变换

一 、

引 言

采油工程
,

高分子化学工程 以及管道工程需要研究非牛顿粘弹性流体在管内的不定常流

动
.

1 9 8 8 年
,

韩式方
〔” ,

伍岳庆
〔2 ’相继用K a n t o r o vi c h 变分法和差分法求解了二阶流体圆

管内不定常流动方程
,

初步得出反映非牛顿流体流动特征的一些结果
.

刘慈群和黄军旗
于“’在

198 9年用积分变换法获得该问题的解析解
,

导出了便于工程应用 的解析公式
,

更准确地展示

了非牛顿管流的流动特征
.

在这些研究报告中
,

所引用的本构关系具有下述形式
:

~
· 、 .

一 口丁(t) = E
n。(t )+ E l

共卜
。(t) (1一 )

一 0 一 、 ’
/ ’

一
‘

口t
一 “ ’

产

这里
T
为切应力

, ￡
为切应变

,

E
。

和E
l

是常数
.

方程 (1
.

1) 是一种线性关系
,

它是由唯象

理论导出的
,

目的是近似反映流体的应力应变关系
.

从六十年 代 末 开 始 S lo ni m s k y 二‘二,

B a g le y 〔“’,

R o g e r s 〔6 ’及F r ie d r ie h
〔”等相继将分数导数的概念引入流变学

,

研究分析 了不

同的问题
.

对于许多介于牛顿流体和弹性固体之间的流体材料
,

这种方法更精确些
.

李健和

江体乾
〔“’
将这种本构关系用于 田普胶和黄原胶的实验数据分析

,

获得了较满意的结果
.

一般地
,

粘弹性二阶流体本构关系可用如下方程描述
:

, 1 9 9 4年1 2月 1 3 日收到
.



7 6 8 何 光 渝 黄 军 旗 刘 慈 群

: (t) = E
O。
(一) + E ,

·

D
a

[。(r)J

上式可与方程 (1
.

1) 对应
,

其中D
“

是分数阶导数算子
,

(!
.

2 )

D
a

[万(t) ] =
厂 (一

a )

f
‘ 夕(z )

.

—
屯 二 ~

“ Z

J o
(t一 2 )

“

定义如下
【“」:

(O< a < l) (1
.

3 )
d
一

dt

式中
,

厂 (
·

)是G a m m a 函数
.

在方程 (1
.

2 )中
,

当a 一 1时可简化成 (1
.

1) 的线性关系
,

当
a = 1

时
,

本构关系对应完全 的牛顿流体
.

其实式 (1
.

2川
1 ,

E
。。(t) 是弹性部份的贡献

,

E :刀
“

〔。(t) 〕

则是粘弹性项
.

本文研究管内向轴流动
,

我们对流动方程作L a p la c e 和H a n k el l积分变换
,

从而解出像

函数
.

当 。一

合时
,

我们给 出了严格的解析解
,

它与用 C r u m p 数值反演法获取的结果吻合

甚好
.

对于a 在。和 1之间的任何值
,

用C r u m PI
。’
法皮演可以获得满意的结果

.

这对工程应用

和实验分析是极 有帮助的
.

我们在文中还考查了这种非线性本构关系模型的基本特征及对有

关参数的敏感性
.

二
、

管 流 模 型 及 解

1
.

基本方程

我们讨论圆管内的轴向流动
,

作如下假设
:

( l) 流体不可压缩
,

( 2 ) 流动关于管轴对称
,

( 3 ) 管轴方向的压力梯度是常量
.

在以上假设之下
,

我们建立柱坐标系
,

令管径方向为
: ,

管轴方向为
2 .

于是有如下本构

关系和动量方程
.

‘ .

⋯ _
_ , _

口田
.

。 一
_
「 口切 〕

本构夫系
L “ 」, ‘· “

一 “。 价
一

十 户刀飞万矛」 (2
.

1)

动量方程
〔“’: 户

若令
:

口P
.

口
.

1

一 5 丁 月~

不
一 T r z

寸
.

T , z

口名 a r r
(2

.

2 )一一
枷

,

dt’

r一R
一一X

阴刀。
“一 r 口力 1 。

: ’

. 一代二 — . 1 、

L 口Z 」

t , 刁。

PR
Z ’

R
o 刀
一 PR

Z (2
.

3 )

则有无量纲形式
:

鲁
一 ‘+ “+ R

·
D

·

)
!食斋(

‘

·

名艾)〕
这里 r.

:

为切应力分量
, 、为速度

, r
为径向坐标

, z
为轴向坐标

,

刀为粘弹性参数
, p 为密度

,

力为压力
,

R 为管半径
.

(2
.

4 )

t‘为时阳J
, 叮。为粘性参数

,

2
.

问题的解

对方程 (2
.

4 )提如下定解条件

“
(
x , O) = O (c簇 x ( l)

口

占无
“(o

,

‘)一 O (O < , )

(2
.

5 )

(2
.

6 )
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才) = 0 (o < t) (2
.

7 )

对问题 (2
.

封、
2

.

7 )施行 H a n k e ll和 L a p la e e变换
,

分别记

。一

买
二 (一‘)‘

。

‘p
‘·, d X

。一

f
·
‘
x , ‘)e X p 「一‘〕d ‘

(2
.

5 )

的由

其中 J
。

(
·

)是零阶一类 B es se l函数
, 户‘是其零点

,

即J
。

(p
‘

)
二二 。;

此
,

解出问题的解

(2
.

: 是 L a p la c e变换参量
.

”一

不藕命吓两
H a n k el l变换的反演公式是

:

J , (P
‘

)

P‘ (2
.

1 0 )

。 一 2乙
“

J
。

(户
‘x )

J飞(P
‘

)
(2

.

1 1 )

将 (2
.

1 0 )代入 (2一 )有L a P la e e空 i
、

,“J的像函数

。、·
, ·
)一 2

鑫[ : (s + R
。

p ‘“s
a

+ p , “

)

J
。

(p
‘x )

P ‘
J l(p

‘

)
(2

.

12 )

对像函公反演
,

可获得流场速度
.

当a 一 1时
,

文 「3 〕给出了解析反演

· ‘一 ‘,一身
(,

一
, 一

睿
Z O X p

(
- P‘Z t

l + R
e P‘“)

J
。

(p
‘x )

P
‘“
J :
(p

‘
) (2

.

1 3 )

当a = c时
,

式 (2
.

1 2 )的反演也很容易
,

其形式为
:

·‘一 ‘, 一

麟
、〔立“一卜睿

2二 p ‘一 ‘R
·
+ ‘)户

‘2‘)

粥豁〕 (2
.

14 )

当 。一
冬时

,

我们也较容易地获得 (2
.

1 2 )式 的反演
,

其形式为
:

‘

·‘一 , 一容
“。‘,

才)

命洲 (2 一 5 )

这里
,

f(p
。, t)

一

众
十下
六万「烤一

p 「一, 〕二 f· (
r Z斌 , , 一

共
。X p 〔一‘“二 f。 (一材丁 ,

」

: , 一

合
‘“

“

户‘

一 斌 R
。“户“一

,户‘“ 一 {
(R

·

p ‘’
+ 斌仄平下? 丁砰平 ,

(2
.

x 6 )

(2
.

1 7 )

当。一 。
, 一

乡和
1 以外的其它值时

,

式 (2
.

1 2 ) 的反演将极为复杂
.

对于这些值
,

我 们 用
乙

C r u m p 〔。’
方法计算

.

该方法的推木理论在文献中有详细叙述
,

这里给出其计算公式
:

。(x
, 。 )斗 乙 }

R e

(
。

(
X

, · +

粤))
c o s

(禁)
l

�

八乙
厂

JLe x p fa 才1
u 气x

, T ) =
一万

一 I m
(
。

(
X , ·+

架))
。‘n

(粤)」卜
E

( 2
.

1 8 )
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式中 。
是一个选定的实数

,

它在数值土大于被反演函数所有奇点坐标 的实部
,

T 是 一个选

定的计算时间上限的一半
,
E 是误差

,

它由下式判断

E = E
e x p [ 一 Zo a 丁〕f(Z

n 了
’

+ t) (2
.

1 9 )

一般地式 (2
.

】s) 的收敛速度比较慢
,

我们用 E p si lo n 算法予以 加速
,

可以节省许多机时
.

三
、

讨 论

式 (2
.

1 3) 和 (2
.

1 4 )给出
a 二 l和 a ~ 。的解

,

从时户取。 oo 的结果看

。

司
.

u==
一

与
l一启

4
(3

.

1 )

a 一 。, “一

俞
·

专
“一 x Z

, (3
.

2 )

两者有一个因子 (R
。
+ 1 )

一 ‘

的差别
, a = 0 的各点速度小于 a 二 l的

,

但从公式 (2
.

1 3 )和 (2
.

14 )

分析
, a = 。时

,

式 (2
.

1 4 )的指数项衰减得快些
,

故a 一 O对应的非稳定期短
.

由此推知
, a 越

接近 1 ,

流体的粘弹性特征越明显
.

当R
。

一 。时
,

公式 (2
.

1 2 )给出牛顿流体结果
,

与文仁3〕的结论同
.

切应力 的表达式
.

(3
.

3 )

(3
.

4 )

解之有

瓮
一 、十

器
+

乞

尸 一

全仪误
·‘、

,
,
卜

,

产 (3
.

5 )

J , (p
‘x )

P‘“J ; (P
‘

一s-

C 心

F

一专
/ + 2

弓
乙

s + R
。 P‘“5

0

+ P‘
(3

.

6 )

式 中 L
一 ’

〔
·

〕表示 L a p la c e反演
.

由式 (3
.

6 )知
:

当x 一 O ,

即管中心切应力为 O ,

当x 一 飞,

即管壁切应力 为

l

�叮F ( 1
,

t) - 一 冲争
一 ’

!s + R
。

P ‘“￡“ + P ‘“ ( 3
.

7 )

当R 。二 0 , a = 。和 1 ,

式 ( 3
.

7 )化成已有的形式
〔3 ’
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四
、

计 算 结 果

由 (2
.

1 8 )式计算速度的时空分布
,

并用
。一 0 ,

合
和 1的精确解对比 (见图 l)

,

这是选定时

间的管 内速度分布
,

毫无疑问
,

它们具 有非常好的一致性
.

对变化不大的函数的反演
,

C r u m p

方法是相当可靠的
.

另外从图中可见
,

导数阶数a 的量值对速度 的影响比较明显
.

之二4

及俄苏
了= 2

.

0

a 二 0
.

6

刀 一 1
.

6

t= 0
.

8

已李 1
.

2

0
.

6 0 8

i
:

i
_

_ _ _

_
_

_ _ _ _

⋯
1

.

0 0 0
.

2 0
.

4

.

娜10.lsf汪v’0.05L}

0 0
.

2 0
.

4

一
~ 一一J

一
一一一~诬一 一

0
.

6 0 .8 捞

口 1 精确解与傲位反演解的对比 田2 不同时间的速度分布曲魏

图 2和图 3 是选定参数下的管内速度分布和变化 曲线
.

从速度分布曲线图 (图 2 )可看见随

着时间延续
,

管中心速度舌进
.

从速度变化图 (图 3 ) 可发现导数阶数
a 的影响作用

,

初始阶

段
, a越小速度的变化率越大

.
a 的作用似乎在一个临界点发生逆 转

.

t = 0

刀
‘

留飞石 = 4

= 0
0

.

2 5

0
一

2

R
‘

二 0
.

1

一一万云

。.1 5

卜一 J
0

.

l t 一洲声尸~ 6

0.0
山

l
卜

!
1
1|!
.日2

口h口,八灿�f‘、肋�“�0
|0

r 1 1

_
J _

_ _ _ _
_

_
二_

0 0
.

5 1
.

0 1 5 2
.

0
~ 盖. . . 目. . . ~占. ~ ~

一
一

0忍 0
.

4 0 石 0
.

8

圈 3 不同a 值的速度变化曲线 田4 管心处固定时间速度与a和R
。

的关系

图 4是几个R
。

取值时速度随
a 的变化 曲线

,

R
。

小时曲线向下凹
,

R
c

大时曲线向上 凹
,

且

斜率增大
.

这表明R
。

越大
,

即粘弹性特征愈明显的流休
,

对导数阶数
a 越具有敏感性

.

这一

点在本构关系的假设和构造中具有帮助性
.

另外
,

在文 仁3 」的研究中告知
,

R
。

越小
,

流体速

度趋近于稳定态的时间越短
.

在图 4 上
,

明显看出
,

这一规律对广义二阶流体仍然再现
.

图 5和 6是管壁上切应力变化 曲线
.

这儿分别考察了
a 和 R

。

对切应力的影响作用
.

从 式
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(3 , )作定性分析
,

可知
,

当t0 00 时
,

不论 a 和 R
c

取何值
,

都有F (1
,

t) = 一 1 / 2
.

故切应力是

在 。到 一

专
之间变化

,

图 5和 6的数据证实了这一点
.

比较图 3和 5 ,

可以发现速度和应力 对
。

的依赖性有差别
.

初始阶段
, a 越小

,

速度变化越快
,

而应力则相反
,

变化越 慢
.

这是广义

本构关系所体现的特点
,

也证明它能描述材料的这种初期行为
.

当 R
。

改变时
,

应力的 变化

曲线 (图 6) 与文〔3〕结论类似
,

其对 R
。

的依赖性与速度的相反
.

~ 尸

一 一 — 一尸
。 5

仄二二
口aJ,

:
O0

对 一 O

{
一

⋯
⋯

.

任八八
.O0

一

)1一拭一R丫了
产

q�1上

k

0八U

X “ l

双~ 0
,

弓

2嘀人

:
00

- 一
一 一一一」一

一
一

一一习
之

0 名 1
.

0

管盛切应力变化曲线

0 ‘) 2 日 连 !〕6 ()
.

8

田 6 管盛切应力变化曲线

2图

五
、

结 论

1
.

我们获得二阶流体本构关系中时间导数阶数a 一 1 / 2时管流问题的解析解和任意分数

阶的L a p la c e 数值反演解
.

2
.

将用 L aPl a ce 数值反演的 C r u m p 法获得的解与获得的精确解析解作对比
,

证实了

C r u m p数值反演法对此类 问题的适用性
.

基于此
,

我们用C r u m p法分析了二阶流体管内流

动特征
.

3
.

本构关系中
,

分数 阶导数的阶数
a 对速度的影响非常明显

,

调节 a 可以反 映速度初

始阶段的变化性态
.

一

4
.

广义本构关系模型较线性关系更具有广泛的适应性
,

能更近似地描述不同材料的性

能
.

5
.

本文给出的模型和分析方法可以在管道工程设计 中应用
,

具有可靠性
.

I
J, ..J, .,J,J..r.,‘r..即‘胜.LF..L

〔5 」
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Abs t ra e t

1 t 1 5 m o r e s a t is fa e t o r y f o r flu id m a t e r i a ls b e t w e e n v is e o u s a n d e la s t ie t o

in t r o d u e e th e fr a e t io n a l e a le u lu s a p p r o a e h in t o t h e e o n s t it u t iv e r e la t io n s li iP
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T h is

Pa p e r e m p lo y s th e fr a e t io n a l e a le u lu s a p p r o a e h t o s t u d y s e e o n d f lu id flo w in a

P ip e
.

A t f ir s t
,

w e d e r iv e tli e a n a ly t ie a l s o lu t io n w h o s e d e r iv a t e o r d e r 15
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·
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