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摘 要

本文对演化方程进行了讨论
,

从而能够唯象地描述微观结构行为
�

如 �
� � � � �� 气体的部分可

逆流动
、

恢复性
、

结构松弛 以及从光散射和分子动力学得到的其它实验结果
�

讨论所得结 果 涉及

� �� � � � � 补充式�� �
�

��
�
�的重新评价

,

可用来解决输运方程中具有显著非线性的问题
�

关健词 演化方程 唯象描述 微观结构万程 � � �� � �� 补充式

一
、

引 言

无法用线性不可逆 热力学严格描述的物理现象很多
,

勿庸置疑
,

� � � � �� � 气体中松弛

行为的热力学是其中之一
耗散现象

,

例如气体及其混合物中的热传导
、

物质扩散
、

流体中的内摩擦等
,

更多地被

当作一种广义的内部运输的特殊情形
�

有时把热传导称为热能的扩散
,

类似地流体粘性是线

动量的扩散
,

湍流是角动量的扩散
�

鉴于这种观点
,

或许可在宏观上把塑性流动当作准动量

扩散现象
,

而把 � � � �� � � � 揣流 当作准角动量扩散现象
�

通常经典场论给我们提供了很大范围的一类数学模型
,

这些模型可以 自然地分成两种截

然相反的类别
�

纯耗散现象
,

如热流
、

质量扩散
,

属于第一类 � 相反地纯可恢复现象
,

如瞬

时弹性
,

属于第二类
�

广义热力学的主妥课题就是构造 谷种 中问数学模型
,

这些模型对于可

逆一耗散现象的完全描述很多是预先确定的
,

并且在现买中不断被找到
�

然而在经典唯象演化方程的框架中
,

象� � � � �� �方程和� � �� ��
一�切� �� 方程

,

把质量
、

动量和热能的集中作为具有无穷大速度的信号扩散来处理
�

为了消除经典演化方程的弱点
,

即仅作为一种近似处理
,

可以用更合适的方程 �见 � �� �� � �� �
,
��」�

·

来描述在热力学的力

作用下可逆一耗散介质的响应
�

为此
,

抛物型控制方程被换成了双 曲型方书�
�

广义演化方程最为惯用的途 径之一就是仅考虑与松弛有关的那一部分现象
�

根据经典唯

象关系式 �例如 � � � � �� ��
,

如果热流与热力成正 比
,

那么该理论描述了被热力运输的 有效

能的耗散
�

这就意味着 � � � �� �� 型扩散属于完全耗散现象
,

因此是完全可逆现 象 �例 如弹

性 � 的对偶部分
�

根据广义热力学
,

热力的作用依赖于 两个因素
�

第一个因素是耗散流的净

产率,, 第二个因素则是描述其产率强度的变化
,

而且第二个因素在所谓的松弛时间这一短暂

,
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时期中起作用
�

所 以热力有效能仅部分耗散
,

而有部分却累积起来产生内部动力和通常附加

给 自由能的附加可恢复能量
〔‘, ‘ , ’ , ’‘ , ’� 〕�

为
一

与旧术语保持一致
,

我们把这两种力的作用 分 别

称为
“

强制力
”

和
“

�贯性力
”

�� � � � � � � � 〔��〕�
�

广义 热力学的数学结构从 � �� � � � � 和 � � � � �� � 建立气体运动方程起已经成熟“
,
“

, ‘� ’�

一般认为广义热力学的建立除此之外
,

开始于严格地利用或不利用 � �� 七� � � � �方程的
“

数学

结构
”

的工作
�

这样却变成 了热流的唯象描述
,

而确定热声子的运动理论与连续介质变形的

严格形式之问的直接关系却存 在很大 困难
�

例如
,

即使把新的位错的运动 当作孤气的流动
,

然而与真实气体
,和的这种运动相比

,

物理状态仍 然非常复杂
�

主要原因在于真实气体的运动

占据容器中空的空间
,

而热声子的运动发生在形变的晶体介质 中
『“

·

� , ’� , ’“’�

因此
,

直接把广义热力学的数值成果应用于 另一领域
,

如热弹性
,

存在两个障碍
�

第一

个障碍 自然是还没有一个令人满意的描述与可变形连续介质 相互作用的由
“

广义粒子
”

组成

的气体的运动理论
,

第二个更为严重的障碍是缺少描述热流的严格的理论框架
毛� , 日〕�

如果我

们认为广义热力学的方程仅利用空间描述就能完全导得
,

由于浸没于固体连续介质中的
“

广

义 目标
”

的描述通常要求得更多
,

那么一致的 � �� �� 方法就被破坏了
�

这主要与作用于上述粒

子和作为一类所谓驱动力的结构力的 �
� � �� � � � 特征有关

�

根据最近 � � � �� � 和� �� � �� � 。

的结果 � ‘。’,

仅仅基于空间描述的观点
,

似乎不可能构 查
“

与可变形 晶体相互作用 的位错的气

体运动理论
” ,

而且这个 问题本身导致了连续介质力学
�

沟一个最困难的课题
〔’� , “‘ , � � ’�

平衡方程的数学结构在过去 �� 年 中已得 到充分的研究 �见文 献 ��
, ��」�

,

在这方面新的

有待发掘的实用价值很少
�

然而当我们不是导出任何新的方程
,

而是旨在说明已知的方程
,

所加的评论或许并不是没有意义
�

我们的评论主要涉反� ��
� � � � 的补充式的一个重新解释

�

本文采取推理� � �� �� 一 � � ! �� 七
� 一� � � � �� � � 协变量通常所产生的结果这样一个思路

�

二
、

输运方程的一般形式

假设�
� � � �� �气体的每个运动分于的位置与三个固定正交坐标轴 �

� 一从 � ‘,

� �� �� 实验构架有关
,

另外还假设任一分子的速度可分解为平均速度�和脉动速度

刁� � � 亡�
��

�

� , � , ��的

了 一雪� ��

� ��
, ��� � � 矛 � �

“� 占��
工
� �

。 � 叮�
� � � �切 � 亡��

。

��
�

��

输运方程描述单位时间通过一单位面积给定平面的分子迁移
,

它必须确定在
一

单位时间内从该

平面负面到正面所迁移的质童
、

动量
、

热量等
�

根据 � � � � � �
,

我们常常把这个平面设想成具有 单位面积
、

垂直于 � �轴且以速度 � ‘一 “ ‘� ,

运动的平面
�

现在我们扩充这一概念
,

不是想象成一个单位平面
,

而是具有充分光滑的边界

口犷
,

且以任意速度
� ‘一 � ‘��

,

约运动的三维参考区域�
, �

一般地讲
,
犷

,

参考域也可能包括一些

参考面和参考线
,

所以对穿过物质而与场一 起迁移的任何量的平衡很有用
�

这一概念也意味

着厂
,

中的点具有抽象性
,

而且仅当 � ‘二 �以 及参考域变成物质域犷
。

时
,

厂
,

中的点才可以看作

物质的分 子
�

厂
,

依赖于所选定的 � ’ 场的性质
,

可以经历局部的变形
,

如伸长
、

膨胀
、

刚体位移等
,

特别是局部速度
� �的速度梯度可以按加法分解为

�

�
‘一 � � � � �

‘一 “
�

, , � ‘� � 、� 、� � � � � ‘�
� , � 十 、� � � � � ‘ , 。 � �� � 一 �‘ � � ’ ��

�

��

根据许多物理事件的现象
,

在物质 ���储藏的量 � 亘的变化
,

等于在参考域中所产生的 � 亘
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加上在犷
,

与周围环境间通过边界口犷
�

所传输的� 百
�

当参考域厂
,

运动时
,

边界 口厂
,

的运动通

过吸收捕获效应对� �的流量产生附加的贡献
�

即使我们考虑当参考域厂
,

和物质域 �
,

重合时

的特殊情形
,

物质域犷
,

以 平均速度 �运动
,

我们也不能肯定犷
,

总是包含相同的分子
,

因为分

子在不断地穿过口犷二 所以
,

属于分子的任何量�
,

如质量 ���
,

线动量 �� ��
,

应力 �。 � � ��
,

隐藏的脉动能 �� 已�
,

平动热 �� 护 �� 等
,

其输运方程应考虑到
,

对于所选定的 �� 个分子
,

其量�必须平衡
�

但是一般地讲
,

分子总数 �� 通过分布函数� � 一淇 �了��舀�刃心与脉动速度

有关
,

因此有

� 。一 ��
�“ 一 �‘ �

‘ , � �‘�� �“
��

�

��

我们可以把量奋称为 � 的均值
�

在我们考虑的这一步
,

不需要知道分布函数的形式
,

以

及函数浅如何达到它的平衡状态
�

然而
, � 西的产率因具有非参照性不受参考 运 动的影响

�

如果我们采用记号占来描述由于各个分子的碰撞�的增加或减少
,

并且假设改变量占是与

参考域的任何改变无关的量
,

那么在厂
,

中�的平衡具有以下形式

备
‘� “, � �二� �� “�。

, 一� “�‘� �
� 一

�等
� � � 。

�器
� ��� 少互面奋� � 百�

� 一 � ‘�卜 �� � � � �
‘ 口� �  矛

口矛

一

音
� “�瓜二嘉 ��

�

��

其中前四项描述犷
,

中� 在的积累
,

其后两项描述� 百的输运以及由于 犷
,

的运动所产生的吸收

效应
�

��
�

��的右端描述 由于内部脉动帕�击�� 功和外力 �� 酥
,

丽豆两可�的产率
�

如果我们考虑通常的假设
,

即参考域运动且均质 ��
‘
一 �� � 。‘� 如

‘

/ 决= 0)
,

则 (2
.
4)简

化为M ax w ell方程

0
, , ,

二
、 . , , 、 二

公
、 , . , . 。 、 二

一
.、 ,

二 ~
,

一五万 气Iv U ) + g r a Q Llv U )u
‘

+
Q l y

L
l v

U 囚 了 一Iv 址四 又u 一u
‘

) J

LI ‘

一

分
N。+ N妥露

做散度运算并令 。’= 。,

我们得到 (2
.
5)的物质形式如下

:
(2
.
5)

备
(、。)+ 、。div叶 diV 〔、

、
一

奋
N“+ N舜势 (2.6)

其中(d / dt )(
·

)
一 (0 /击)(

·

)
+

g
r

a

d
(.

)u 为物质导数
.

另外
,

结合方程口
:p + d iv (p

u
) = 0

, 户= 。N 和 (2
.
6)

,

我们得到

、 ,

d
二

、 . , . , 、 :

一
、 :

占 二
. 、

厂-石O
N 止补

~
(Q )+ d iv 〔N Q À 矛」= N

es.
升Q + N 梦共孚 (2

.
7)

dt 、枯 , ’
一

‘ ’ ‘ 一 ’

弓口
. “ 一

’

d
t
‘

’ 一
’

沙 d c
、‘ ” ,

上式为(2
.
4)的简化形式

,

也是M a x w el l气体运动理论的最为人熟知的出发点
〔’“’.

然而
,

另一方面
,

如果我们假设参考域是固定的和不可变形的
,

那么式 (2
.
4 ) 直接成为

以下简化形式

异
一

(
、。)+ diV :、

。卜、

条。枷妥二露 (2.8)
这种形式的输运方程受到 1

.
M ul ler 教授和他的同事的特别推崇

,

这是因为观察者可以 由惯

性方程 (2
.
7)改变到非惯性方程 (3

.1)
.



巴 德 孙 博 华

三
、

M ul
le

r方程的评价

为证明输运方程(2
.
4)的合理性

,

且为简便起见
,

我们来考察一特殊情形
,

即Q 一 m c À c
,

N 亘一 N m
e
À
c 二m 一 m

‘, e ‘
À

e , , 户一 N m ( [ 13〕)
,

则 M 一 N 而矛吻奋为耗散 e h au eh y 应 力

张量的流通量
,

在这种情形下万程 (2
.
4)描述了它的演化

.
零迹张量M

“
二 M 一 (tr M ) 1邝 代表

了第一非守恒变量
,

因而通过其碰撞积分对耗散有所作用
.
尽管方程

d
, , .

口
、 , .

口

下死
- J姓 , ‘

+ 一

丽
工V1 2 ,

+

.~

毛万丈竹 3, = 。

是M ax w en 理论的重要基础之一
,

Z
a r e

m b
a 〔2 5 ’及其同事

〔2 3 ,
仍假定存在两个松弛时间

.
第

~ 个松弛时向是经典的
,

描述了由 M
。

到其平衡的松弛
,

第二个松弛时间则描述了平 均 压力

P 一 (t r M ) / 3到热静态压力的松弛
〔““’.

我们的证明基于假定在经典场论中常用的主动与被动转换之间的等价关系在 此 仍 旧 成

立
.
我们知道

,

改变参考域保持参考系固定的变换为主动变换
; 与此相反

,

保持参考域不动

同时改变观察者的位置
,

这样的变换为被 动变换 “5
,

2 。’. 这里我们采用M ul ler 的方法
,

即主

要基于被动的
、

时间相关的
、

从惯性系列到非惯性系的E u cl id 变换
『” , ’“ , ““’.

根据 M u ller的开创性工作
〔“, ‘“’,

我们从对非惯性系{中
。 ,

e
。

} 下固定参考域 (u
‘二 g r a d u 尸

二 0) 的输运方程着手
,

该方程为

口
、 二

二
. 、

.
、 _

一
一

.

硒t
Jv让十Q ‘V 、Z v ‘妙c ) = 备

、。+ 、茹嘉 (3一 )
如果 {巾

。 ,
e ‘

} 和笼巾
。 ,

e 。

} 由以下E u elid 变换相关联
〔‘3 ’,

x 。
= O

一‘
( t )

x ‘+ b
。

(
才) (3

.
2 )

其中矛 (l) 一 留
。
e

。

是两参考系原点 ]riJ 的矢径
,

O

。 ‘

(t) 是一个正交变换
,

那么
,

砰
。 , 二 (击O

。 ,
)

·

。万;一研 , 口 , 口。三d 翻和如了 , 分别描述 了运动构架的旋转和初始中
。

相对于固定参考架的

速度
.
与跟 (3

.
1) 具有相间形式表达式的 (2

.
3)相比

,

只有给定的外部体力变换成
〔3 , ‘3 ’

了(
c, = 雀+ 多 + 之W e ~ 雀 , e , + [ 一砂乙, (

、 , 一 留 ,
) 一 2研

。 , 口
‘
留 ,

+ 口
‘

研
。

, 灸x , 一留 , j + d
“ 留

。

舀e
口

+
( 2 沙

。 , c ,
)

e 。

( 3

.

3
)

其 中虚力由离心刀
、

C

o
ri

ol
抬力

、

E
u

l
e r 力和相对平动力组成

.

nJ

、

!

、
2...夕

现在
,

通过直接计算可以 证明

N 百二m 一 p 云面毛一川矛 +
。)

À 嘴 +
。
)
一 p舍 À 舍+ 灼À u一 M + Pu À 。

万 Q酥
一 户c i如愈云= p

u À u À u + u À M + 又M À u了
“ , “

+ J

、 , 〔· )
一

寥擎
一 。[ (乎 + 发)À u + 。

À (夕 + ‘)]+ 2。w M + M w
,

)

口 ‘

+
2
( W

u
À

u
+

u
À

u
w

,

)

其中
,

p 一 N 阴
,

而J一 tn 萝面万履)百一 J
。

, 声
。

À
。 ,

À
e ,

是对称三阶张量
.
进而 利用 以下恒等

式

口
‘户 + d iv (户u ) = e

,

l = g r a
d

u

口
‘
m = 口

‘
M +

u
À

u
;口

‘
p ) + P 口

:又u
À
u
)

d i v 丈户u À
u
À u ) = Iu À (p

u
) + (p

u ) À
u l

, 一 u À
u (口

:p )

d iv (
u
À M

、

= g
r a

d
u
M

,
+

u
À d i

v
M

d i
v

( M À
u 、= g r a d M

·

u

+ M d i

v
u

d i

v

(
M

À

u

)

z
, “
= ( d i

v
M ) À

u
+ M g

r a
d

, u

(
3

,

5

)

、、.

l

ee

、
/

!

/ ...
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可由(3
.
1) 得到

口
.
M + g r a d M u + !M + M I

,
+

(
t

r
l

)
M 一 2 (W M + M W

,

) + d i v J

+
u

À (
p 口

。
u
+ p

u
g

r a
d

, u + d i v M ) + (
p 口
:u + p ug r a d r u + d iv M ) À u

占
。

二 _ _ _ .。 ,

二
_ _ . _ 、

_
.

_ _
. 。

二
_ _ .

歹M十
u囚LZ尸u 竹

‘

+
尸 (淤 + 春 )」+ LZ尸W u + 尸 (矿 + 戏 )」妙u (3

.
6)

利用线动量的守恒律
L‘“’,

上述方程可简化为

(众一W M 一M w
少
) + ( d + w 一W ) M + M (d +

w 全 一W
,

) + ( t r 一)M + d iv J=
d

一一, 万二-
M

O 才

(
3
.
7
)

其中 (
.
)表示物质时间导数

.
与 M ul le r 的结果〔文 〔13〕

,

式 (27)
, 。 二 2〕完全相符

,

由此可

知
,

只有存在转动W 时
,

才能看到非惯性参考系的影响
.
我们也曾默认惯性效应可以在碰撞

积分中忽略
,

因而在任意参考系中
,

碰撞保持动量和动能守恒
.

这里有必要说明如何比较演化方程 (3
.
7)和由主动变换及方程 (2

.4)所得 到的演 化 方程
。

为此
,

利用 (3
.
5 )中的恒等式及连续方程

口
.p + d iv (p u

‘

)
= 一 d iv j

,

j
三p (u 一 u

‘

) (
3

.

8 夕

连同

g rad 。 ,

旦如

黯鲤
址一‘

/
M + M ,

/ ,
+ M ‘d‘v “

/
)

(
W 了
二禅粤梦业一

M+MW/· (
3
.
9
)

我们得到以下演化方程

口:M + g r a d M u
‘一 (w

‘
M + M

w
‘,

) +
(

d i
v u 一 d iv u

‘

) M

占
。。

+ ( l 一 I
‘

) M + M 叱I
‘

一 I“ ) + Q I V J = 顶万阴
O 万

( 3 一。)

其中一般地讲
,

l
‘
= g r a

d
u
‘
= d

‘
+

w
’ ,

M =
M

, * e ,
À

e * ,
J = J

‘, 。e ‘
À

e 歹À
e 。 .
假定参考域犷

,

的

变形被严格约束
,

仅有刚体运动
,

即d, 一 。,

di
v

u, 一 u ,

(
3

.

10
) 可写成

(d
.M + g r ad M u’一 w ‘

M 一 M w
‘,

) + ( d i
v u

) M + ( d +
w 一 w ‘

) M + M ( d +
w

, 一 w ‘少
) + d i v J

d
-万下丁一

m

O t
(
3

.

1 1
)

最后
,

当参考域厂
r
选作物质域犷

,

时
, u ,

(
x ,

t
) =

u

(
x

, 才
)

,
w
‘

(

x ,
t

) =
w

(

x ,
t

)

,

则方程 (3
.21)取

以下物质形式
:

d
(M 一 W M 一 M W ’

) +
Q I V J =

。 ,

M 一 旧 IVI + M 口+ M Q IV U 少
O 丁 (

3
.
1 2

)

注意
,

虽然方程 (3
.
7) 与 (3

.
11 )具有等价的形式

,

二者具有几个重大的差别
.
其 中 最为重要

的是非惯性系中的演化方程形式由被动的 E u d id 变换得到
,

这种变换通常被认为是用时间

衡量的G al ile o变换的一部分
.
而方程 (3

.10) 或 (3
.
11 )似乎也是由 G ah le o 变换得 到的

,

但

是都是以时间和空间来衡量
.
仅在 w (x

,
t

)
=

W (
t

) [ 文 13
,

圣4〕的被动变换和 w (
x ,

t

)
二 w

‘

(
x ,

t
)

的主动变换的特殊情形下
,

这种 区别才表现出来
.
另外

,

从数学上讲
,

W (t) 是某种转动
,

而

w ‘

是l
/
的反对称部分

,

这也引起差别
。



巴 德 孙 博 华

四
、

E
u e

l i d

一
( L

e
i b i t

z 一
B e r

k
e
l
e y ) 协变性

由上述分析可知
,

一般地讲
,

无法构造在任何瞬时对每一观察都有效的本构 关 系形式
.

特别地
,

在惯性参考系中建立的本构关系
,

在非惯性参考系中是无法使用的
,

而总是要增加

某些东西
.

考虑到对于 固定参考域
,

如果叭e
。 一 ‘。 一 W

.
洲t) e , ,

则

w ~ (O
。 ‘二 ‘,

O
, , + 口

。 。
O

。, ) e 。

À
e , =

(
功

。
, + W

。
, ) e 。

À
e ,

M =
( M

‘,
O

。 ‘
O

, ,
)

e 。

À

e , =
M

。 , e 。

º
e , ,

d =
( O

。‘
d
‘,

O
, ,

)
e 。

À
e , = d

口
, e 。

À
e ,

这样
,

可以把 一 2 (W M + M W
,

) 当作纯粹的附加项
.
的确

,

由于

从= (磨
。 , + 研

。 ;

M

, , + M
口 ,

研犷,
)

e
。

À
e ,

我们可把 (3
.
7)的第一部分写为

:

向一 2 咬w M + M w
少

) +
w

M + M
w

,
+ d M + M d + M t

r
d

一 [万
。 , + (

勿。 ,
+ d

。 ,
) M

, , + M

。 ,

(
功了, + d

, ,
) + M

。 , d
, ,

了e
。

À
e ,

}

“
·

‘,

( 4
.
2)

对于{
e。

} 的任意 E u d id 变换
,

(
4

.

2
) 式具有保持不变的 特 性

.
如果我们仅局限于其转动部

分
,

则第二个非惯性系{感
,

} 由[13]定义为 感, = Q
, 。

(
t
)

e
。 ,

Q 〔50 ( 3
,

R )

,

(
p

, 拼 ,
a = “,

2
,

3
)

,

且物理量取新的形式
,

比如
,

M =
M

。 , e 。

À
e , =

M

。
,

Q
, 。

Q

; , 长,
O 戈,

= M
, , 省,

À 芍
,

W
= 研

。
, e 。

À
e , 二 (砰

。
,

Q
, 。

Q

, ,
+ O

, ,

Q

, ,

) 李
,

À 营
,

这样
,

从 (4
.1)和 (盛

.
2
)直接计算可得

从一 2 (W M + M w
T
) + w M + M w

,
+ d M + M d + M 七r d

一 [分芸
,

+ (鲜
,

+ 心
。

) M 曹
,

+
M 芸

。
(鲜尝+ 心

,

) +
M 节

,

武
,

〕霎pÀ 季,
( 4

.
3 )

这说明 (4
.
2)具有E u c lid 协变性

.

主动 E u cl id 变换经常被定义为一个附加的虚拟强制刚体运动
,

M*

一 Q M o
T ,

J

一 Q d Q
T ,

苗一 Q
w Q

T
+ 食o

T, 。
t
。

(
4
.
4 )

仅对这种变换熟悉的人可能会发现 (4
.
2)式在 (4

.
4)下保持不变

.
然而

,

尽管主动变换 (4
.
4)

与被动变换(4
.
1) 在数学上相似

,

它们描述的却是截然不同的物理过程
.

(4
.
2 )式在物理上讲能在 (4

.
1) 下保持不变

,

且不依赖于选择一个什么样的非惯性观察者

(加速或匀速)
.
更精确地讲

,

扭
.
2)式仅适用于这样一些参考系

,

它们在时间上是瞬时局部

的
,

在空间上是全域的
. “

在 空间上全域
”

在这里我们是指所有质点的运动都 是 相对于同一

个非惯性参考系
.
所 以

,

由 (4
.
约 类推到协变性原理是不完 整的

.
我们可以把形 式 不 变 的

(4
.
2)式称为E u d id 协变的

.
这个名字比较合适

,

无疑它是从连续介质物理 中别的显为人知

的概念 中借用来的
.

一般地讲
, “

协变
”

一词只具有一个完全的物理意义
,

而且为此有必要限定绝 对运动不

受经验 的影响
.
无疑

“

协变性
”

一词与微分几何或其它假设的数学学科毫无二致
,

尽管有可

能导致误解
,

场论 中还是很长时间惯于使用 G al ile 。
、

L
o

re

n 标及一般协变性的概念
〔’5 ’.

值得一提的是
,

(
4

.

2

) 包含了非惯性系相对
一

于惯性系转动的信息
.
正如我们以 前所 假设

的
,

结果本构关 系是时间相关的
,

这一结论可以 自然地推广到连续介质物理中所使用的每一

个唯象关系
〔““’.
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五
、

Z
a r e

m b
a 补充式 (ansatz)

现在我们转而介绍Z ar em ba补充式的基本思想
.
Z ar em ba 引入三个参考系

,

第一个作

为惯性系记作笼x
,

y
,

扑
,

后两个作为非惯性系分别记作笼x,
,

夕‘ , : /

} 和 信
, 叮 ,

奸 (分别是我们的

{e ‘}
,

{
e
。

} 和{套,
} )

.
Z a r e

m b a 区分了两个旋转张量的差别
,

第一个作为速度张量 w = 一 w
,

~ w
(

t
,

x) 与时间和空间坐标系有关
,

而构架转动W 二 W
, 一 W (t) 则在惯性系中消失

.
他的基

本补充式认为
,

量
w = 91(e

:À e。一 e 3À e
Z
) + g

:
(
e 3À e

l一 e ,
À

e 3

) + 9 3
(

e l
À

e Z
一 e

Z
À e

l
)

局部地描述了{x,
,

y’
,

丫}的转动
.
他写道

: “

按这种方式
,

量q
l,

q
Z ,

叽描述了在时刻 (t) 与标架

{x,
,

g’
,

z, }固连的整个粒子共有的角速度
” ,

因而对每一 固定时刻
,

非惯性观察者是局部的
、

特定的
,

观察者与一通常可以平动
、

伸展和转动的物质粒子 固连
,

很显然以 转动 W 兰w 运动

的观察者不可能观察到任何属于刚体位移的几何量 (如张量) 的时间变化
.
一般地

,

观察者

无法对时刻 (t) 与时刻 (t+ At ) 的几何量作比较
,

而将时刻 (t+ △t) 的几何量与考虑观察者被

动转动的几何量作比较
.
因而 Z 一H

.
G u o (郭仲衡 ) 教授把这种本构导数 称 为

“

随转导

数
” 〔“’.

凭着他的智慧
,

Z
a r e

m b
a 〔文献25

,

夸4」第一个给出了寻求随转导数的 方法
.
随转导数

必须满足

诵一夕
。 , e 。

À
。 ,

〔文献25
,

方程 151
.
由于现在

e 。二 w e 。 ,

必须给随转基 e
。

的时间导数补充某些具有负w的表达

式
.
最终

,
Z

a r e
m b

a 得到

m 二M 一 w M + M w = (卫
‘, 一。 ‘。

M
, ,

+ M
‘, 田 , j

)
e ‘

À
e ,

= 沱
a, e 。

À
e ,

(
5

.
1

)

的确
,

回到我们导出的式 (3
.
7)

,

在Z are m ba的补充式 W = w 下 (固定时刻 t)
,

即得 下面的

形式

曲+ div J二 叮

其中 J一 J ‘, 。e ‘
À

e ,
À

e 。是第三节所定义的应力张量通量
,

而

(5
.
2)

。 二 一 立 (M 一 力一) 一 d M 一 M d 一 M 七r d

拼
(
5
.
3
)

是包含耗散和可逆量的源项
.
根据 M a x w el l 的强制性假 设

,

第 一 偏 斜 部 分 必/击)M 二

一 p (M 一 P l) /拼 描述直接 由碰撞积分产生的应力的不可逆通量
,

q 的第二部分可 简 称为对流

源
.

M ax w el l的强制性假设也可以扩充利用于第三个矩J
,

通常可表述如 下
.
令P

,
m 一 p c

,

M0 和多分别是平均压力
、

线动量
、

C
a u c

h y 应力偏量和热流
,

则由近似的梯度处理
,

得方程

d ‘v 』
。一 ,

·

(

a l ,
a

Z , a 3 ,

…
,

,
,

m

,

M

,

, )
, 一

象
M一 , 卫 (、

1,

刀
2,

…
,

,
,

m
,

M

,

, ) ( 5
.
4 )

是材料系数a
l , a : ,

…
,

a
,

和松弛因子刀
, ,

刀
2 ,

…
,

刀
,

的函数
.
于是M 的 偏斜部分的演化方程取下

面的非线性形式

((动)
。

+
二
7
2
诵

〕
+

: 厂;9 ra l 〔g r己d l) ) 一 甲p j〕+ 二〔3 (g r ad m + g ra d
少
m

)
一 d iv m l]

+
a 〔3 (g ra d矛 + g

rad ,

牙)一 d iv 矛 I]+ (dM + M d + 七
rdM )。
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= 一 6N 刀
ZM + N (刀

s一 刀
2
, 〔‘r ‘“

。2

, ’一 3 M
OZ
〕+
儡N(刀

‘一 2刀
3
+ 刀
:
)

·

(

3 多À 多 一 护
21) (5

.
5)

这些方程描述了M a x w el l型材料 中应力的微弱非局部和非线性演化
.
注意

,

只是含参数刀的

项才对介质中的不可逆 效应有关
【“, 。, “连’.

我们对 H
.
S tu m pf 的细致和指导性的意见表示深深的谢意

.
在完成这项 工 作 的过程

中
,

我们得到了A lex an d e r v o n H u m b o ld t (A v H )基金的部分支持(B 一H
.Sun)以

及德国科学基金会基金的部分支持 (J
.
B ad u r )

.
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