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摘 要

本文得出一个一般形式的拓扑型的极大极小定理
.

它包含K 匕ni g ’3 ’的主要结果为特例
,

而且

回答了〔3〕中提出的一个未解决问顺
。

关扭词 极大极小定理 连通集

一
、

引言及预备知识

近年来
,

著名的V o n N e u m a n n 极大极小定理被许多人从多方面加以推广 (见
,

例如
,

[l
, 2

,

4 、 9 ] )
.

199 2年
,

K 6ni g 【a ’得 出下面一个迄今最好的极大极小定理
.

定理 A (K 6ni gt
吕】
) 设X 是一拓扑空间

,

Y 是一紧 拓扑空 间
,

介X x y , 厢
:
= (一 co

,

+ co ) U 王士co }满足条件
:

g一f(x
,

川是下半连续的,

~ f (x
,

川是上半连续的
,

、,
)

令刁和 I分别是尺中的非空集及非空区间且满足
:

几) s u p in fj (x
, v)

,

留 C X 口任Y

刀> s u p in ff(x
, 夕)

,

V 几〔过 且 in f刁二 s u p in f f(x 刀)
,

, 任工 f ‘ Y

V 刀〔I 且 in fl二 s u p in ff(x
, , )

.

‘ 任1 夕〔 y

若下面之一条件满足
:

(11 1)
; V 几〔效

,

对任意的非空有限集

‘〔 X 于〔 Y

A c X 及任意 的非空集H C= Y
,

集合 n 笼y〔Y
:

f (x
, 夕)《几}

,

(111)
:

门 {x 任X :
f(x

, 夕)> 几}均是连通的 ,

Y是H a u s d o r ff空间
.

V 之〔刀
,

V 刀〔I及V 非空有限集A c X 和 V 非空集H c Y
,

集合 门{夕〔Y
:
f(x

, 夕)< 刀}
,

日 〔通

n 谧x〔X
:

了(x
,

功 > 朴均是连通的 ,

f 〔H

(111)
:

V 几〔刀
,

V 非空有限集 A C X

n 王x 〔X
:

f (x
, g )》几}均是连通 的

,

及V 非空集H 二 Y
,

集合 n {g 〔犷 :
f(x

,

川 < 朴
,

口‘H

(111)
‘

《刀}
,

门
夕〔 B

V 艇儿 V 床极 V 非空有限集月C= X 和川腔集H C= Y, 集合刀
, {班玖 j( “ , “)

谧x 〔X
:

了(x
,

功》朴均是连通的
.

, 国家自然科学基金资助课题
.

1 9 9 4年 7 月 4 日收到
.

5 85



5 86 张 石 生 张 宪

则 s u p in fj (x
, , ) ~ in f s u p f(x

, , )
.

‘任 X 夕〔 Y , ‘ Y 忿 咤工

在K o ni g 的〔3 〕中还提出两个公开问题
:

( 1 ) 在条件 (i ii ) 1~ (i ii )
‘

中
,

如果代H 为Y 中的任意的非空有限集
,

问结 论 是 否 成

立 ?

( 2 ) 在条件(111)
2 和 (11 1)

‘

中
,

如果代
“

V 刀〔I
"

以
“

V 几任过
” ,

问定理的结论是否成立?

本文的目的是得出一 个更一般的拓扑型的极大极小定理
,

它包含K 6ni g 定理A 为特例
,

而且肯定地 回答了上述的公开问题 (2 )
.

二
、

一个一般的拓扑型极大极小定理

定理 1 设 X 是拓扑空间
,

Y是一紧的拓扑空间
,

了
:

X x y , 左是一函数满足条件
.

( i ) g ~ f (x
, 夕)是下半连续的 ,

(11) x , f(x
, , )是上半连续的 ,

记久
。

= s u p i n ff(x 刀)
.

设林
. }是R 中的序列

,

而且当 几
。
姜 + oo 时

,
几. > 几。

十 : ) 又
。, 。= l , 2 ,

二 〔工 夕〔 Y

⋯且几. , 几
。 .

再设下列之一条件成立
:

(111)
; V 非空有限集 A c X 及V 几

一

〔{几. }
,

集合 n 勿〔Y
:
j(x

, , )《几
,

}是连通的 , 又对

任给的x l , x :

〔X 及V 几
一
〔{几. }

,

存在连通集 C二 C 伙
: , x : ,

之
。

)c X
,

使得 U {, 〔y
:

f (x
, , )《

忿

几
。

}== U {g 〔Y :
f (x

‘, 夕)《几
。

},

t . 1

(111)
:

对任给的 x l ,

几
。

)且

V 非空有限集A c X 及 V 瓜曰编 }
,

集合 n 勿〔y
:

f(x
,

功 < 几
,

} 是连通的 , 而且
工 ,

通

x :

〔X 及V 几
。

〔{几. 卜
,

存在连通子集C一 C (x
l , x : ,

几
”

)〔X
,

使得x ; , x Z
〔C (x

; , x Z ,

U { , 〔Y
:

f(x
, , )《几

。

}= U {, 〔Y
:

f (x
‘, 夕)《几

。

};

(111)
3

V 非空有限集A c= X 及V 又
:

〔{久. }
,

集合 门 {, 〔Y
:

f (x
, 刀)< 几

二

卜是连通的
, 又对

留 〔通

任给的x ; ,

碗〔X 及 V 瓜〔{久耐
,

存在连通子集C一 C (x
l , x : ,

几
,

)〔 X
,

使得

二

箕{“‘Y :
f(‘

, ”)< 几
·

卜
‘

以{
“〔Y :

f (X
‘, “)< 几

·

} ,

(111)
4

V 非空有限集A c X 及 V 几
,

〔{几。 }
,

集合 门 {g 〔V
:

f (x
, g )《几

,

}是连通的 , 又对
公 〔 通

任给的x , , x Z

〔X 及 V 凡
,

〔{元。 }
,

存在连通子集 C = C (x
l , x Z ,

几
。

)〔 X
,

{ x , , x :

}仁 C (
x ; , 大 2 ,

几
,

)
,

使得

二

比{”〔Y
,

f (‘
, “)< 凡

·

}一‘

甘
:

{y 〔Y
:

f (x
‘, “)< 几

·

},

s u p in ff(x
, , )= in f s u p f(x

, , )
夕〔 Y ‘ 〔 X

因显然有

夕〔 Y

S U p
留〔 X

则证

in ff(x
, 夕)《in f s u p j(x

, v)
甘〔 Y , 〔 Y 留 〔 X

(2
.

1 )

故为了证明定理的结论
,

只需证明
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in f s u p f(x
, , )《。u p in ff (x

, , )= 几
。

(2
.

2 )
口〔Y ‘ 〔X 一〔X 夕C Y

当凡~ + co 时
,

结论显然成立
.

故不妨设几
。

< + co
.

现定义映象F
,

G : X x 左‘Z r
如下

:

F (x
, r
)~ {, 〔Y

:

f(x
,

y)《
r }

,

G (x
, r )~ 王y〔Y

:

f (x
, g )<

r }
.

因 护呻f (x
,

功 下半连续
,

当 丸特 一 co 时
,

F (x
,

几)是闭的, 而 当 禹= 一 co 时
,

F (x
,

凡)=

n F (x
, r
)

,

故F 伙
,

几。)也是闭的
.

下面用归纳法证明毛F (x
,

凡)
: x 〔X }具有限交性质

.

由几
。

的定义
,

V x 〔X
,

in f 了(x
,

功《几
。.

因, ~ f(x
,

约 下半连续
,

且 Y 是紧的
,

故存在
分〔Y

, 。〔Y
,

使得f(x
, , 。

)= in f f (x
, , )《几

。.

因而夕
。

〔F (戈
,
几
。

)
.

从而F (x
,

几
。

)子小
,

V x〔X
.

设对{F (x
,

凡)
: x 〔X }中任意 k > 1 个元

,

其交是非空 的
,

意的 吞+ 1 个元其交也是非空的
.

设相反
,

存在 某 k + 1 个 点
,

奋+ l

月厂(”
,

A0) 一小
.

现证
: 必存在某一‘

。

曰“
· }

,

使得
,

下证对 凌F (x
,
几
。

)
: x 〔X } 中任

x , , x : ”” x , , X 。 , 1〔X
,

使 得

奋+ 1

月
;

F (“
,

兄
。。

)一小 (2
.

3 )

令+ 1

设相反
,

则对任一几
。

〔笼几耐 有 n F (x
。,

瓜)铸小
.

取 , 。
〔n F (x

‘,
几
”

) (
, = 一, 2 ,

⋯ )
.

因Y紧
,

不

妨设, .

”夕
。.

若存在几
”,
〔{只. }

,

使得夕。班门F (x
‘,

几
”;

)
.

于是由 n F (x
‘,
几。

,

)的 闭 性
,

存 在

舌 + 1

N
,

当n > N 时
, 夕。

诺 n F (x
‘,

只
”:

)
.

于是当
”> m a x {N

, ” l }时

奋+ 1

夕。

诺n F (x
‘,
几
。:

)。 门F (x
‘,
几
”

)
.

这与 巩任n F (x
‘,
几
。

)相矛盾
.

从而
今 + l

g 。
〔门 F (x

‘,

汽
。

)
,

V 元
。
〔凌几. }

.

门 F (x
‘,

几
。

感= 1

门 F (x
‘,

兄
”

)= 日 F (x
‘,

几
。

)

舌+ 1

这与 n F (x
‘,

凡)~ 小的假设相矛盾
.

从而存在 而
。
〔{几耐使

介+ 1

n F (x
‘,
几

, .

) = 小

对任给的之〔R
,

记
舌 + 1

G (几)= 门 G (x
‘

.

久)
,

F (幻~ n F (x
‘,

幻
.

下证当条件 (iii )
;、 (iii )

;

中任一条件满足时
,

必存在X 的连通集C及
” ,
>

”。 ,

使得

(a ) G (x
,

久
。:

) n G (之
。,

)笋小
,

V 二〔C ;

(b ) G (x
,

几
n :

)门G (几
。:

)c= F (x
l ,

之
。。

) 门F (几
。。

)
,

或G (
x ,
兄。

:

) n G (几
。:

) c= F (
x : ,

几
。。

)门F (之
。。

), V x 〔C ,

(e) 存在x ‘, x l, 〔C
,

使得
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G (x
‘ ,

元
n :

) n G (几
。 ,

) c= F (x
: ,
几
。。

) n F (几
。。

)
,

G (
x l, ,

几
n :

) 门G (几
。:

)c= F (x
: ,

几
。。

) 门F (久
, 。

)
.

(I) 事实上
,

当条件 (iii )
,满足时存在连通 集C = C (x ;

.

x Z ,

漏
。

) c X
,

使得

U F (x
,

久
。。

) = U F (x
‘,

久
。。

) (2
.

4 )

由归纳法假设
,

对任一 x 〔C
,

有

小笋 F (x
,

凡
。

) 门F (凡
。

) c G (x
,

几
。。

) 门G (几
。。

) c= F (x
,

几
”.

) n F (凡
。。

) (2
.

5 )
乞

且 F (x
,

几
。。

) 门F (久
”。

)C= U (F (x
‘,

兄
, 。

) 门F (元
。 。

)) (2
.

6 )
‘二 1

由条件 (111)
1 ,

F (x
,

几
”。

) 门F (久
。。

)是非空连通 集
; 又由 (2

.

3 )知F (x t ,
久
。。

) n F (久
, 。

)
,

F (
x Z ,

瓜
。

) n F (肠
。

)是二不相交的非空闭集
,

从而有

F (x
,
几
。。

)门F (之
。。

)C= F (x
l ,

汽
。。

) 门F (几
。。

)或

F (x
.

几
”。

)门F (义
。。

)仁F (x
Z ,

又
。。

) 门F (几
。。

)
,

V x 〔C
.

另由(2
,

4 )得知

U (F (
x ,

元
。。

)门F (几
”。

) )= U (F (
x ‘

.

几
。。

)门F (之
, 。
))

.

从而必存在x, 〔C
,

使得

(F (x
‘ ,

久
。。

)门F (几
”。
)) 门 (F (x

, ,

几
。。

) n F (几
, 。

))铸小
.

注意到F (x
, ,

之
, 。

) 门F (几
n 。

)及F (x , ,

几
。。

)门F (几
。。

)均是非空连通集
,

因而有

F (x
, ,

几
。。

)门F (几
。。

) c F (x
, ,

几
”。

)门F (几
。。

)
.

故有 G (x
‘ ,

几
。。

) 门G (几、 ) c= F (x , ,

几
。。

) 门F (几
。。

)
.

同理可证
,

存在xl, 〔C
,

使得

G (x
l, ,

兄
。。

) 门G (久
。。

) c F (x
: ,

几
”。

)门F (几
。。

)
.

取
n l二 n 。,

则结论 (a )
,

(b )
,

吸e )得证
.

(I )当条件 (111)
2

满足时
,

对给定的x ; , x :
〔X 及几

。。 ,

存在连通集 C = C (x
l , x : ,

久
n 。

)仁 X
,

{x ; , 大 :

}c= C
,

使得
2

U F (x
,

兄
。。

)= U F (x ‘
,

几
。。

)
.

. 〔 C ‘二 1

仿 (I) 中的方法
,

一样可证

G (x
,

凡
。。

) 门G (几
。。

)祷小
,

V x 〔C

且

G (x
,

元
。。

)门G (凡
。。

) c F (x
,

几
。。

)日F (兄
。 。

)

(2
.

7 )

(F (x
‘,

几
。。

)门F (久
。。

))
,

V x 〔C (2
.

8 )

Z

U卜
C

由假设 G (x
,

还
。。

) n G (几
。。

)连通
,

而 F (x l ,

几
。。

) 门F (几
”。

) 和 F (x
: ,

几
。。

) 门F (几
。。

)是二不相交的

闭集
,

从而 V x 〔C

G (x
,

几
: 。

) 门G (几
。。

)c F (x
l ,

几
, 。

)门F (之
。。

)

G 叱x
,

几
。。

) 门G (几
。。

)已 F (x
: ,

几
” 。

) 门F (元
。。

)
(2

.

9 )

又由映象G 和F 的定义显然有

G (x ‘
,

几
”。

) 自G (元
。。

) c F 咬x 。
,

几
n 。

) 门F (几
n 。

)

取
。 , ~ ”。 , x ‘

= x l , 二‘ = x : ,

结论 (a )
,

(b )
,

(C )得证
,

(‘二 l , 2 )
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(l ) 当条件 (ii 1)
3

满足时
,

存在连通 集C ~ C (x ; , x Z ,

瓜
。
)C X

,

使得

U G (
x ,

之
, 。

)~ U G (x ‘
·

几
。。
、 (2

.

10 )

于是有

U (G (x
,

之
, 。

)门G (只
。。

)) = U (G (x
‘,

久
。。

) 门G (几
。。

))

仿前面一样可证有类似于 (2
.

7 )
,

x ‘〔C
,

使得

“
l

(2
.

8 )
,

(2
.

9 )的式子成立
.

另从条件 (111)
3

及 (2
.

1 1)
,

.

1 1 )

存在

故

从而有

(G (x
, ,
几
。。

) 门G (几
。。

)) 门(G (x l ,

几
。。

) n G (几
。。

))铸小
,

(G (x
‘ ,

几
”。

) 自G (几
。。

))门(F (x 】
,

久
”。

) 门F (几
。。

)》铸小
.

(G (x
‘,

几
。。

)门G (久
。。

) )c= F (x
, ,

几
。 ,

)门F (几
n 。

)
.

同理可证
,

存在xl, 〔C
,

使得

G (x
I’ ,

凡
n 。

) 门G (久
, 。

)c= F (x
: ,

几
”。

)门F (兄
”。

)
.

取 , t = : 。,

则结论 (a )
,

(b )
,

(e )成立
.

(万)当条件 (111)
;

成立时
,

对给定的
x , ,

x Z

及几
n 。

存在连通集 C = C (x , . x : ,

肠
。

)c X
,

谧x : ,

x ,

}C= C
,

使得

U G (x
,

义
”。

)= U G (x
‘ .

几
。。

)
.

取nl > n0
,

于是对任给的x 〔C
,

有

G (x
,

之
。:

)门G (久
。:

)。F (x
,

几
。

)门F (几
。

)笋小
,

且

F (x
,

几
” 1

) 门F (凡
。,

) c= G (
x ,

凡
。。
) 门G (之

。。

)
2 2

c U (G (x
‘ ,

几
。。
、n G (又

。。、c U (F (x
‘,

义
”。

) 自F (兄
。。

))
.

‘= 1 ‘= l

由假设F (x
,

之
。1

)n F (几
。 :
)连通

,

从而有

F (x
,

凡
。 :

)自F (几
。:

)c= F (x l ,

几
。。

)门F (之
。。

)

或 F (x
,

几
。 :

) 自F (久
。:

)C= F (x
Z ,

几
。。

) 门 (F (几
。。

)
,

V x 〔C
.

因而 V x 〔C
,

有G (
x ,

几
。1

) 门G (几
。:
) c F (x

l ,

几
。。

) 门F (几
。。

)或 G (x
,

久
。 ,

) 门G 林
。:

) c= F (x
: ,

几
。。

)门

F (几
, 。

)且

G (x
‘,

几
, ,

) n G (几
”:

)c= F (x
‘,

元
。。

) 自F (几
。。

)
, ‘= l

,

2
.

取 x ‘

二 x , , x l, = x : ,

即知结论 (a )
,

(b )
,

(e )成立
.

至此我们已证明
,

当条件(111)
:、 (111)

4

中任一条件成立时
,

结论 (a )
,

(b )
,

(e )都成立
.

令

C l = { x 〔C
:
G (

x ,

几
。 ,

) 门G (几
。:

)c F (F (x
; ,
几
。。

) 门F (几
”。

)}
,

C
Z
= { x 〔C

:
G (x

,

几
。:

)门G (凡
。1

)c= F (F (x , ,

又
: 。

)门F (几
。。

) }
.

由结论 (a )
,

(b )
,

(e )知C : 簇小
,

C
Z
特小

,
C , 门C

:

= 小且 C IU C
:

== C
.

另由C 的连通性
,

C I ,

二不能同时为闭集
,

不失一般性
,

设 C ,不是 闭集
,

取 x0 〔‘刃1
\C

l
) n C

Z ,

并取C l中的收敛网

{x
。

}
, x 。

, x 。,

于是有

G (‘
,

之
。:

)门G (几
。:

)〔F (x ; ,
几、 ) 门F (几

。。

)
,

V a

G (x
。 ,

几
, :

)门G (兄
”,

)c= F (x
: ,

凡
。。

) n F (几
。。

)
.

取 夕。〔G (‘
。 ,
几
。:
)O G 林

, :
)

,

则刀
。

诺G (x
。 ,
几
。:

) n G (几
”:

)
,

V a ,

从而 梦。诺G (‘
。 ,
几
。:

)
,

V a ,

故
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f (x
。 , v 。

)) 几
, : ,

V a
.

另一方面
,

由 夕丧G (x
。 ,

之
” 1
)

,

故f (
x 。

.

万。、( 几
。, ,

从而
x 。
〔{ x 〔X

:

f (
x , , 0

)< 几
。,

}
.

因卜
f (x

, , 。

)上半连续
,

故{ x 〔X
:

f了x
,

夕。)< 之
”:

}为开集
.

因 x
。

诺{
x 〔X

:

f(x
,

夕。)( 久
。:

}
,

V a ,

且

X 。

”x 。,

故x 。

诺{x 〔X
:

f(二 , 。

)< 标
:

}矛盾
.

由此矛盾说明 {F (
x ,

几
。

)
: x 任X }具有限交性质

.

因

Y紧
,

故 门 F (
x ,

几
。

)铸小
.

取 g 。
〔 门 F (x

,

几
。

)
,

故夕
。
〔F (x

,

久
。

)
,

V x 〔X
,

因而有f扭
, g 。)( 几

。,

‘〔工 苦〔 X

V x 〔X
.

故
in f s u p f(x

, 夕)《几
。 .

口C Y ‘〔 X

定理得证
.

由定理 1可得下面的推论
,

它是 K 6ni g 定理 (即定理A ) 的推广
,

而且肯定 地 回 答 了

K 6 n ig 提出的公开问题 (2 、
.

推论 1 设X
,

Y
,

f
,

刀满足定理 A 中的条件
,

而且当满足条件(iii )
:
或 (iii )

‘

时其中的区

间I被代之以集合刀 ; 又当满足条件 (ii i)
2

时
,

Y也不必是H a u s d or ff 的
.

则定理 1 的结论仍

成立
.

证 令元
。
= s u p in ff 怀

,

功
.

如果几
。

一 + oo
,

则由定理 土证明过程 中的式 (2
.

1) 和式 (2
.

2 )
苦〔 X 口〔 Y

知推论的结论成立
.

故不失一 般性
,

设凡< + co
.

取 月 ~ {几。 } :
, l ,

其 中标〔R
,

瓜》几、
: >

几。(二~ l , 2 ,

⋯ )
,

且标 , 几
。 .

下证f
:

X x Y , 左
,

{几耐满足定理 l 中的条件
.

为此
,

我们只 要

证明下面的两结论成立即可
.

结论 I 对任给的 x l ,

丸〔X 及任给的瓜臼几耐
,

记

C (x
, , x Z ,

几
,

)= 门 {x 〔X :
f (

x , g )》几
,

}
.

,

g 〔n {试Y :
f(劣 一

,

粉)) 孟
一

}

则 C (x
l , x : ,

几
”

)是X 中的连通集
,

且x , , x :

〔C (x
; , x : ,

之
”

) ,

11) U
戏C(劣

一, x , ,

汽
一

)

艺

{夕〔Y :
f (x

, , )( 几
”

}二 U {g 〔Y
:

f(戈
‘, g )< 几

,

}
.

(iii ) 对任一集合 C c X
,

其满足
2

U {, 〔Y
:

f (x
,

, )< 久
,

}= 0 {夕〔Y
:

f(x
‘,

夕)< 元
。

}

必有C c= C 扭
, , x : ,

久
,

)
.

证 由定理A 的条件及由C (x , ,
x : ,

凡
”

)的定义
,

知结论 (i) 成立
.

下面我们记

G (x
,

几
,

) = {, 〔Y
:

f (x
, , )< 之

。

}
, x 〔X

.

因 x l , x z
〔C (x

: , x : ,

几
。

)
,

故

U G (
x 。 ,

几
,

)〔 U G (x
,

通
,

一
l 二‘C (二

: , x : ,

几
,

)
(2

.

12 )

:

如果存在, 。
〔 U G (x

,

几
。

)
,

但夕
。

诺 U G (x
‘,

元
。

)
.

因夕
。
〔 U G (x

,

几
。

x (C (x
: , 二 2 ,

久
。

)
‘一 ’ 二

(C (劣
1 , 二2 ,

久
。

)

,

故存 在

x 。

〔C (x l , x : ,

元
,

2

,

使得夕
。
〔G 又x 。

几
,

、,

即f (x
。 ,

, 。
)< 几

。 .

另一万面
,

因夕
。

链 U G (x
‘,

几
,

艺

夕。〔Y\U G (x
‘,

几
。

、= 门{, 〔y
:

f (x
‘夕夕)》之

,

}
.

于是由C (x , , x , ,

几
,

) 的定义
,

有 f (x
。 ,

刀。)》之
, .

矛盾
,

从而得证
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G (戈
,
几
。

)c= U G (x
‘,

凡
,

)
.

城C (劣
: , 劣 : ,

几
.

)

结合 (2
.

1 2 )知结论 (ii) 得证
.

又设集C c= X
,

使得 U G (x
,

之
。

)一 U G (x
‘

沉
。

n {y〔Y :
f (x

‘, 夕)》久
,

}= Y\U G (x
‘,

元
。

)

~ 犷\U G (x
,

几
”

) = 门 {夕〔Y
:

f(
x , g )》几

。

}
,

故 V x 。

〔C及V y 。〔‘n :{, 〔Y
:

f (“
,

夕、> 之
·

}有f (x
。 ,

刀。)李之二 于是由C (x ‘
, x : ,

之
·

)的定义知 x 。〔

C (x
l , x : ,

几
。

)
.

由于 x 。

〔C的任意性
,

故C c C (x , , x Z ,

几
,

)
.

结论 (111)得证
.

完全类似地可以证明

结论 I 对任给的 x l ,

戈任X 及任给的瓜〔笼几耐
,

记

C (义
1 , x : ,

几
。

)= 自 { x 〔X
:

f (x
,

g )> 几
。

卜
.

2

粉〔n {u〔Y :
f(x ‘,

g )> 几
.

}
‘一 1

则 ( i )

(11)

C (x ; , x Z

挤
.

)是X 中的连通 集
,

且 x , , x :
〔C (

x 】 , x Z ,
凡
。

) ;

U
城C (二

i ,

玉
: ,

几
。

)
{万〔Y

:

f (x
, 刀)( 几

,

}二 U {g 〔Y
:

f (x
‘, , )《几

。

},

(iii ) 对任一集合C c X
,

满足

二

曾
。 {“〔Y

:

f (x
, “)( 几

·

}一
‘

日
,

{“〔Y
:

f(“
, “)《凡

·

}
,

有C c= C (x
: , x : ,

元
。

)
.

由结论 I
,

I 知
,

如果X
,

Y
,

f
,

刀 满足定理A 的条件
,

必满足定理 l的条件
,

而因推

论的结论成立
.

证毕
.

定理 2

( i )

(11)

记凡
。
= in f

合 C .

m 一 1 , 2 ,

(111)
;

设X 是一拓扑空间
,

Y是一紧拓扑空间
,

f
:

X 火 Y 、万是一函数满足 条件
:

, ~ f(二
,

功是上半连续的 ,

义~ j扭
,

功是下半连续的
;

s u p f (x
,

功
.

设扭
。}豁

‘ , 〔R 是一序列
,

满足条件
:

当几
。
今 一 co 时

,

凡> 凡、
:
》标

,

口〔 Y

⋯且几
。 , 几

。 .

再设下列一条件满足
:

对任一非空有限集A C X
,

及V 几
·
〔{几·}, 集合

:

Q
‘ {”〔y :

f(x
, “)> 瓜}连通 ,

又

对任给的x : ,

碗任X 及V 瓜〔{编 }
,

存在连通集C = C (x
, , x : ,

几
。

)c= X
,

使得

U {夕〔Y
:

f(x
,

g )》元
。

}= U {g 〔Y
:

f (x
: , 夕)> 凡

,

} ;

(iii )
:

对任给的的非空有限集月。 X 及 V 几
。

〔{瓜 }
,

集 n 勿〔Y
:

f (x
,

功 > 几
”

}是连通的 ,

名 A

又对任给的x , , x正X 及V 凡
。

〔通几。 }
,

存在通连集 C = C (x
; , x : ,

几
。

)c= X
,

{x : , x : }c= C
,

使得
2

U {夕〔Y :
f(x

, 刀)> 几
。

卜= U 魂, 〔Y :
f(x

‘, , )> 几
,

},

(iii )
3

对任给的非空有限集A C= X
,

的 , 又对任给的x , , x Z任X 及 V 几
。
〔{瓜 }

,

及V 几
,

〔{几二 }
,

集 门 {g 〔Y
:

f (x 刃)) 几
。

} 是 连 通

存在连通集C = C (x
, , x : ,

几
。

) c= X
,

使得
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U {, 任Y
:

j(x
, 夕)> 几

。

} = U {, 〔Y :
f (x

‘, g )) 几
”

} ,

的 ;

得

(ii 1)
4

对任给的非空有限集A c= X
,

及V 瓜曰几耐
,

集 n 切〔Y
:

f (x
,

功 ) 几
,

} 是连 通

又对任给的x , , x :〔X 及 V 之
。

〔{几。}
,

存在连通集 C = C (尤
; , x Z ,

几
,

)c= X
,

灌x , , x :

}c C
,

使

2

U {夕〔Y
:

j(
二 ,

g )> 几
。

}= U 王刀〔Y
:

f (x
‘, 刀)) 几

二

}
.

s u p in f f(二
, 夕) =

梦〔 Y 公〔 X

in f
‘七 孟

s u Pf (x
, , )

.

甘 C Y

对 一 f (x
,

功应用定理 1即可
.

则证

定理3 设X 是拓扑空间
,

Y是紧拓扑空间
,

f
:
X x y 、 兀下半连续

,
久
。 ,

林耐与定理 1中

的相同
,

再设定理 1中的条件 (11 1)
,、 (iii )

‘

之一满足
,

则

s u p in ff (x
, 夕) ~ in f s u p f (x

, , )
.

‘任 X 夕〔Y 犷贬 Y 二 〔J

证 因f在X x Y下半连续
,

故夕一f (x
,

功下半连续
.

沿用定理 l 证明中的方法和记号
,

我们只要证明 {F (x
,
几
。

)
: x〔X }具有限交性质

.

仍用归纳法证明
.

因对每一 x 任X
,

F (x
,

凡)斧小
,

故当寿= 1时
,

结论成立
.

设对吞李 1 时

结论成立
,

下证对王F (x
,

凡)
: x 任X }中任意 k + 1个元

,

手交也非空
.

士+ !

设相反
,

存在 x l ,

⋯
, x 。 ,

介十 ,〔X
,

n F (x ‘
,

凡
。

)二小
,

于是仿定理 1可证存在存在
n 。,

使得

含十 1
‘

皿F( x’
,

蝙 )一电 另外
,

还可证明当条件 (ii i、
‘

、 (ii 1)
4

中任一条件满足时
,

存在X 的连通子

集C及
n , > n 。,

使得

(a ) F (x
,
几
。 :

)自F (几
。:

)手小
,

V x 〔C ,

(b ) F (x
,

义
”:

) 自F (几
。,

)c F (x
l ,

元
。。

) 门F (凡
。。)或

F (x
,

几
。:

) n F (凡
n :

) c= F (x
: ,

几
。。

) 门F (几
。。

)
,

V x 任C ,

(e ) 存在
x ‘ , 义 l,

〔C
,

使得

F (x
, ,

几
。:

) 门F (几
。:

)c= F (x l ,

几
。。

) 门F (几
。。

)
,

F (x
l, ,

几
。:

)门F (之
。:

) c= F (x
: ,

几
”。

) 门F (几
。。

)
.

令 C : ~ { x 〔C
:
F (x

,
几
。:

)自F (几
n 、

)C F (x
, ,

几
n 。

) 门F (凡
。。

)}
,

C
:
= {x 〔C

:
F (x

,

几
。:

)自F (几
” :

)c= F Lx : ,

几
。。

) 门F (之
。。

)}
.

由结论 (a )
,

(b )
,

(e )知
,

C I今小
,

C
Z
今功

,
C ; 门C

:
二小

,
C ; U C

Z
= C

.

因 C 连通
,

C , ,

C
z

不

能同时为闭集
.

不妨设C , 不是闭集
.

取x0 〔(口八C
; ) n C

: ,

并取 C , 中的收敛网 {x
。

}
, x 。

, x 。.

于是

F (%
。 ,

几
, :

)门F (元
。:

)c F (x
l ,

几
。。

) 门F (只
n 。

)
,

V a ,

F (x
。 ,

几
。:

) 门F (兄
n :

)二 F (x
Z ,

几
。。

) 门F (几n0 )
.

易知
,

对任一
a ,

F (
x 。 ,

几
。1

)门F (凡
”:

)铸小
,

取夕
。
〔F (x

。 ,
几
”:

)n F (几
。:

)
,

由Y紧
,

存在勿p }c=

{g
。

}
,

使得夕, , 夕。
.

故夕
。
〔F “

。:

)且g 丧F (x l ,

几
。。

) 门F (几
。。

)
.

又因对任一刀
,

f伙 , , g , )《几
。: ,

由f的下半连 续性得知f(x
。 , 夕。)《几

。: ,

即 , 。
任F (x

。 ,

几
。 :

)
,

从而

夕。〔F (x
。 ,

还
。:

)门F (元
。:

)c F (x
: ,

之
n 。

)门F (凡
”。

)
.

故 刀。〔门 (F (x
‘ ,

几
n 。

) 自F (几
。。

))
.

这 与门 (F (x
‘夕
几
。。

)自F (义
。。

))~ 小相矛盾
.

证毕
.
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注 定理 3也推广了 K on 馆t3
,

定理 1
.

3 ]
,

并且回答了〔3」中提出的一个公开问题石

定理4 设X 是一拓扑空间
,

Y 是一紧扑空间
,

f
:

X x Y , 厢 卜半连续
,
几
。 ,

林耐 同定理

3中者
.

又设定理 2 中的条件 (ii i)
;、 (iii )

‘

中之一 满足
.

则有

s u p in f f (x
, 刀)= in f s u p f (x

,

y )
.

犷〔 Y 苦 C X 留 C X 夕〔 Y

证 对 一 f(
x ,

功应用定理 3
.

注 在定理 1中
,

若X 二 Y
,

久。= suP l( , ,

x)
,

而其余条件不变
,

则有
. 〔 X

i n f s u p f(x
,

g )《s u p f(二
, 二 )

.

, 〔 X . C万 . 〔犬

对定理2、4也有类似的结果
.

三
、

公 开 问 题

最后我们提出下面的公开问题
: “

在 定理 3 中
,

如果代 f
:

X x Y , 左的下半连 续 以 y ,

f(x
,

功
,

及x ~ f (
x ,

功的下半连续性
,

问结论是否仍成立
”

?
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