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摘 要

将广义 � ��� � � �� �� 列引入等强度弹簧连结起来的质量链的振动问题
�

证明了该振动模型对

应的线性算子献谱刁
一

具有递增性
�

关趁词 线性算子 谱 广义� ��� 一� �� �� 代换 振动方程

一
、

引 言

在文〔�� 中
,
�

�

� � �� 等人研究了一维
“

准合金
”

的振动模型
,

深刻指示 了� � � �
一
� � �� �

振动链的一些物理意义
�

本文将
“

准合金
”

模型加以推广
,

把广义 � � � �
一� � �� �� 简称� � � �

列引入等强度弹簧连结起来的质量链 的振动问题
,

根据 � � � 代换的迹映射性质等证明了该

模型对应的线性算子�
,

的谱效
。

具有递增性
�

由于线性算子 �
。

的谱点 几和上述质量链振动的

圆频率 。 有关系 几� 扩
,

所以这种递增性有助于更清楚地研 究诸如振动的状态密度
,

扩充态

等物理现象的中心量
�

二
、

记 号 和 定 义

设� � 王。
, ��

,

称有限序列 � � �� � �…‘
,
从〔� �‘� � , � ,

…
,

�� 为 � 上的一个词
�

词 � �

�� 朴… � 。的长度
”
为�� 

�

� 上词的集合记为� 气 两个词的毗连 �即首尾相接� 作为乘法
,

被

赋于算法后
,
� � 就成为一个半群

�

我们称从 � 到�
� 上的一个映射 � 为� 上的一个代换

�

这映射。按下面方式

� ��
�� �… � 。 �� � ��

�
�� ��

�

�…
‘
� ��

,

�

定义 了�
�
的一个自同态 �仍记作 ��

�

还可以将 � 延拓
�
令无限词 � � �� � �… � ,

…
,

定义

。 �尤�� � ��
�
�� ��

�
�… � ��

”

�…

记� ”

为。的
。
次迭代

,

即� �

�� �� � �� 一
’

�� ��

定义 � 设� ��
, ��

,

定义。

� ���� � �
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。 ���� � �

则称� 为� 上的� � � �
一
� � � � �代换

,

称
� � ��� �

�

���为� � � �
一� � � � �序�� ‘么’�

幻 � � � �

例如
, 。� ��� � ,

���的前
,
项为

�
�

一卜� �

��八曰��

�义定
、卜」

� ���� � �

� �

�� �� � �

。 �

���� � �

� �

���� � �

定义 � 设� � 谧。
, ��

,

� �� �� �
,

�
护

� ���� �
护

。
,

� �

� � � � � � � � �

��
�

��

这里�
�

�或 �
’

� 表示
� 个

“ �
”

�或
“ � ” � 的重复连结

, �
是自然数

�

称。为广义 � � � �
一
� � � � � 代

换
�

称
。一� � 砂为广义� � � �

一� �� �� 序列 �简记为� � � 序列 �
�

�
�

一� 〔幻

定义� 按下列关系定义两个多项式序列 �犷
,

�� ��
, 、� 及��

。

�� �卜
。 。� �

犷
。 , ,
�� �� 犷

, 一 �
�� ��

� 厂
,

�� �

� 。 十 ,
�
�
�� �

。 � ,

�� �� � �
。

�� �
� ��

�

��

初始条件为犷
。

�
�
�� � ,

犷 ��� �二 � ,

�
。

�� �� �
, � �

�� ��

三
、

振动模型及其对应的线性算子

我们研究的振动模型为
�
一列循环的等强度弹簧连结的质量链的振动

�

如下图 � �

爪�￡
�

� 用在
�

� � �‘
一

� � �‘ ,� 朋在
一� � �￡

�� 爪�‘
一

�

其中
。 � �

。,
�

, , �
为� � ��

, ��上的� � � 列
,

循环链的周期 � � ��
,

�����  !
∀
#
”

(

。〔N )
,

就

是说
,

这个由等强度弹簧连结的循环质量链是由两种不同的质量m (0) 和 。 ( l) 组成的
,

且按

序列a
“

( 0) 的次序排列
.

若记m (
。,

)
= 。, ,

质量。
, 的位移记为x

, ,

则该振动列的振动方程为

d Zx,
m J万二r

“ ‘

=
x , + ,

+
x , _ 1 一 Z x ,

( j 〔Z / kZ )

其中

环
.

X * (x
;,

x
Z ,

…
,

x
。

) 定义在R
七

上
,

且假设X 曰
“

( Z / 掩Z )

意思是
,

若
。, 一n :为k的整数倍

,

则x
”:

=
x
。: ,

优”i
= 川”:

(
3

.

1
)

.

这里 Z /kZ 表示模 k的剩余类

(
nl, 。2〔Z )

.

、
.,

_

_
_ 蛋 。 j’.

, ; 卧二 :二。二且 *
、、 , 二 * 二

, 。 , 、

小、 , 从* 二
,

育 分J 一 人 , Tr’J ,
d 犬

一

1 1 」倾了多IJ I 日川 习只 旦玉 们王 口U 习况 勺口 / J 门王 气0
.
1)
工、汀习 不劫

二
万「Z J 牛王

d
Z夕,

d t
Z

夕J+ l

一 斌 阴sm , + ,

一 2
~
兰七 夕, _ 一 , .

广 , , , ,
、

十万不不而了 L炸乙‘“乙) (
3
.
2
)

由此侧
2(Z/kZ)上的线性算子T ,

:
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(T
og )

, 二 一
y 了+ l

以阴
, 川 , + , 业一万丝丝一 (]’叮/h Z)

m了 材 仍j阴了_ l

(
3
.
3
)

不难验证T
。

是正算子
.
记线性算子T

。

的谱为刀
” .

设几〔刀
。 ,

即决定一个非负实数 又
,

使得存

在一个非零向量X 曰
“

(z /k z) 满足T
,

X = 几X
,

即

一久。 , x ,
= x , + 1一 Z x J + x

, _ :
( j 〔Z /kZ ) (3

.
4)

实际上
,

(
3

.

4
) 式也可以这样理解

:
要使上述振动系统能进行下去

,

必须使各质量的振动周

期一致
,

即各质量的振动的圆频率均相同 (记为动
:

d Zx , _

丽了 ~ 一 LL, 人 J

再记几~ 扩
,

因此 (3
.
4)式和 (3

.
1) 式等价

.
把 (3

.
4)式写成转移矩阵的形式

r...J门..
1
1

!

“
‘ ’

1

一

!

2 一“。 ,

X J 一 一
l

( j 〔Z /kZ ) (3
.
5)

X j_ l

(3
.
6)

阴
内

滩
一1

n乙
r
.
.
.
L�

lse

.
r
Z 一几阴

,

尸
,

( , ) 一
L

; 亚
2一“
价
一

注意到循环链的循环性及T
。

的对称性容易证明下面的命题
.

命肠 ( l )
;。,

.

0

1是尸
.
(, ) 的特征根

,

且对应的特征向量为
〔二}

,

对任意固定的几〔R
,

满足 (3
.
4 )式的X 的解空 间的维数至多为2,

算子T
”

的特征根 (称T
.
的谱点) 几的重数至多为2

.

T ”

有二重特征根彼件乡P
。

(幻= I (I 为二阶单位阵)
.

(1) 利用 (3
.
4 )

、

(
3

.

5
) 两式及循环性条件 ,

(
2

) 把 (3
.
4)式写成关于x

:,
x

: ,

(z)(s)(’)训

x.的线性方程组 ,

再考虑其系数矩阵的秩 ,
( 3

) 注意线性算子T
。

对应的矩阵可以对角化 ,

利用 (l) 及线性方程组解与系数矩阵的关系
.

X 3…

(4 )

四
、

若 干 引 理

设{犷
。

(
x
) }

”。 :

及{U
。

(
x
) }

, 。 :

是 (2
.
2)式定义的两个多项式序yIJ

,

引理 4一 ( 一) 犷
,

(
x

)
=

x
U

。

(
x
)
一 Z U

。 _ 1

(

x

) (

。〔Z )

( 2 ) U
, + :

(
x

) U
. _ :

(
%

) = U 之(x)一 U : (大) ( k
,

l 〔Z )

( 3 ) 若对
r〔N

,
x
。

〔R
,

U
,

(

x
。

)
= o

,

则U :
r
(x

。

)
= o

证明 用定义 (2
.
2)和数学归纳法易证 (l) 和 (约, 我们下面证明

o ,

则有下列递推公式

U , 十 :

(
x
。

) == 拘U
, + 1

(

x
。

)
= U

Z

(
x
。

)
U

, 十 1

(
x
。

)

U
, 十 3

(
x
。

)
=

x
o
U

, + 2

(

x
。

)
一U

, , ;

(
x
。

) = U
:
(
二 。

)
U

, , ;

(
x
。

)

U
, 十。

(
x
。

) ==
x o

U
, + 3

(

x
。

)
一U

r , :

(
x
。

) = U
‘

(
x
。

) U

, + ,
(

x 。

)

它们有下面性质
.

(3)
:
考虑到 U 护

(
x
。

)
=

U
z ,

(
x
。

) ~
x
o

U

: , 一 1
(
x 。

)
一U

: , 一 :

(

x 。

) = U

,

(

x
。

) U

, , ;

(

x 。

)
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即 U :,

(

x
。

)
=

U

,

(
x
。

)
U

r + 1

(
x
。

)
= 0

.

引理4
.
2 若 A 是一个 2 x 2 矩 阵 且 d e七(A )二 1

,

则 对 所 有
n〔Z

,
A

.
二 U

”

(七rA )A

一 U
。 _ :

( t
r
A

)
1

.

特别
,

t
r

A

”
= 犷

,

( 七r A )
.

证 明 由U
。

( x) 和犷
,

( x) 的递推性及H am ilto n
一
C a y l a y 定理不难推出

.

引理 4
.
3 设M

。,

M

I

是两个2 又 2 矩阵
,

且det(M
。

)
= d

e
t ( M

I
)
= 1

,
t

r
M

。
=

a ,

t

r

M

;
=

b

,

t
r

( M

O

M

I
) = C

,

则tr (M 名M r)二 U
,

(

a

)
U

。

( b ) C 一 U
。 十 ,

(
a

) U
。 _ ;

(
b
)
一U

, _ ;

(

a

)
U

。 + ;
( b )

(

”〔Z )
.

证明 据 引理4
.
2,

M 毛= U
,

(
t

r

M

。

) M

。一 U
” _ ,

( t
r

M

。

)
I

M
度= U

,

( t

r

M

I

) M

l 一U
, _

1

(
t

r

M

,
) I

所以

M 毛M 璧= U
。

(
t

r

M

。

)
U

。

( t
r
M

I

) M

o

M

;
+ U

。 _ l

( t
r
M

。

) U

。 _ ;

(七rM
I
)I

一 U
,

( t
r

M

。

)
U

。 _
1

(
t
r
M

I

) M

。一 U
。

( t
r
M

I

)
U

” _ ;

(
t
r
M

。

) M

,

七r (M 活M 飞)二 U
,

(

a

) U

,

(
b ) C + Z

U

。 _
;

(

a

)
U

, _ ,
( b )

一 U
。

(
a

)
U

, _ ;

(
b

)

a 一 U
,

(
b

)
U

。 _ ,
(

a
) b

= U
,

(

a

) U

二

(
b ) C 一U

。 _ ;
( b ) 〔a U

,

(

a

)
一 U

。 _ 1
(
a

) 〕

一 U
, 一

;

(

a

) [ b U

,

(
b

)
一 U

:_ ;
(b ) ]

由递推公式
aU ,

(

a

)
一 U

。 _ ;

(

a

)
= U

。 + :

(

a

)

b U
。

(
b
)
一 U

。 _ ;

(
b
)
= U

. , ;

(
b

)

因此

tr (M 节M 全) = U
。

(

a

) U

。

(
b
)
C 一U

。 + 1

(

a

)
U

二 _ 1

(
b

)
一 U

。 _ :

(

a

) U

。 十 1

(
b
)

为以后证明T
。

的谱刀
。

的递增性
,

我们还需要几个关于G T M 列 的迹映射性质的引理
.

设A = {o
,

l}

,

对于
a 〔A 及几〔R

,

记

rZ一又m (a )
M (a

,

“) ‘
L

l

P 。
(几) * M ( (

a ”

(
o

) )
l
a

·

(

o

) 1

,

几)
·

M ( (

a

”

(
o

) )
l
a

·

(

o
)

l
一 1 ,

几)…

M ( (
a .
(o ))

1 ,

几)

这里a是 (1
.
1)式定义的G T M 代换

,
k =

l
a

”

(
0
) I =

(
Z
r

)

” ,

(

a
”

(
o
) )

,
表示 词 。”

(
o
) 的第j个元

素 (l( j《 !。
”

(
o
) ! )

.

由第三节的命题
,
刀

,

的元素就是方程 tr 尸
。

( 幻一 2的根
.
一般来讲

,

直接计算tr 尸
,

( 幻是

较困难的
,

值得令人欣慰 的是文〔3〕已经证明
,

这时只须迭代一个从R
“到R “的多项式映射

.
实

际上
,

我们还可证明
,

当二为G T M 代换时
,

一切事情可以在尸上去做
,

即引理 3
.
5.

设竺是A = {0
,

1
} 上的一个代换

,

M
=

( M

。 ,

M

l

) 是一对2 x Z矩阵且d et(M
。

)
二 d e 七(M

,
)

=

l
,

J
, 是A

赞
到2 x 2矩阵的集合上的映射

,

定义如下
:

i) J ,
(

o
) = M

。,
J

,
(

l
)

=
M

l ;

1 1 ) 若田 1, 田 :〔A 气 则 J ,
(
切 1二2) = J ,

(
切2 )J

,
(
田 1)

.

显 然
,

若 取 省= a (G T M 代 换)
,

M

。
=

M (
0

,
几)

,

M

l
=

M (
l

,
几)

,

则 J ,
(雪

”

(
0
) )
二

J ,
(

a ”

(
0
) )
二 p 。

( 几)
.
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引理4
.
41 3’ 若雪是A = 硬0

,

l} 上某代换
,

则对于任意M
,

存在多项式映射0
:
Ra , Ra

,

使

得

(trJ ,
(省(o ))

,

t
r

J
,

(省(l))
,

t
r

J
,

(占(0 1)))

= 0 (t rJ ,
(

o
)

,

t
r

J
,

(
l

)
,

七rJ ,
(

0 1
) )

,

并且

(七rJ ,
(省

,

(
o

) )

,
t

r
J

,
(雪

”

(
一) )

,
t

r
J

,
(占

”

(
0 1

) ) )

= 0
”

(
t
r
J

,
(

o
)

,
t

r
J

,
( l )

,
t

r
j

at
(

0 1
) ) (

4

.

1
)

这里护为省的n次复合
,

少为0的
n
次复合

.

据引理4
.
4,

马上有

trP ,
( 久) = t

rJ ,
(

a ,

(
o

) )
= 0

,

(
t

r
J

,
(
o

)
,

t
r

J
,

(
一)

,

t
r

J
,

( 0 1
) ) 的第一项 (4

.
2)

其中 口为G T M 代换
,

k =
} 沪 (0) !

.
下面

,

我们求关于G T M 代换。的映射函数0
.

令
a= 七r M

。,
b = t

r
M

I , c
= t

r
M

o

M

: ,

另外注意M
。
=

M (
0

,

几)
,

M

l
=

M (
l

,
凡)

,

则

0 (
a ,

b

,
c

)
=

( t
r

J
,

(
a

(
o ) )

,

t
r

J
,

(
。
(
l
) )

,

t
r

J
,

(
a

(
0 1

) ) )

~ (七r (M 石M 厂)
,

七r (M IM 石)
,

t
r

( M 毛
’

M 老
r
) )

再记

巾
。

(
a

,

刀
,

?
) 一U

,

(

a
) U

,

( 刀), 一 U
。 十 ,

(
a

) U
。 _ ;

(刀)

一U
。 _ 1

(
a
) U

。 + 1

(刀) (
n〔Z ) (4

.
3)

这里{U
”

( x)

, 。
:

为(2
.
2)式所定义

.
据引理4

.
3 ,

立即有

0(a
,

b

, c

)
= ( 巾

,

(

a
,

b

,
c

)

,

巾
,

(

a
,

b

, c

)

,

巾
:r
(a

,

b

,
c

) (
4

.

4
)

引理 4
.
5 若令 (

: , , z : , z :

)
=

(中
,

(

a ,

b

, c

)

,

中
,

(

a ,

b

, c

)

,
巾
2,

(
a ,

b
, c

) )

,

记 g 忆
;, 占2) =

(中
r
烤
1洁1洁小 中:

,

(雪
1洁1法

:
) )

,

则0 ‘
+ ’

(

a ,
b

, c

)
=

(
U

,

U

,

V )

,

其中 (U
,
犷) = g

‘
(
z : , z :

)

.

(
l 〔N

,

l 》l)
。

证明 当l= l时
,

由(4
.
4)式 0 (

a ,

b

,
c

)
=

(

2 1 , z ; , z :

)

,
0

2

(

a ,
b

, c

) = 0
(

z : , z : , 2 2

)
==

(
巾

,

(

z ; ,

z : , z

小中
,

(

z : , z ; , 2 2

)

,

巾
:,

(

z , , 2 1 , z :

) ) 二 (U
,

U
,
犷)其中 (U

,

犷) = (巾
,

(

2 1 , z , , z :

)

,
中
:,

(

z ; , z : ,

z :

) )
= 夕 (

z ; , z :

)

.

假设l= k时引理成立
,

0
. + ’

(
a ,

b

,
c

)
=

( U

,

U

,

犷)
,

其中 (U
,

V )
= g

k

(

z ; , z :

)

,

则8七
+ 2

(
a ,

b
,

e

)
= 8

( U

,
U

,
犷)= (巾

,

(
U

,

U

,

犷)
,

中
,

( U

,

U

,

V
)

,

巾
, r

(
U

,

U

,

犷)) = (U
‘ ,

U

’ ,

厂
’

) 其中 (U
‘ ,

厂
’

)
=

(
中

,

(
U

,

U

,
犷)

,

巾:
,

(
U

,
U

,

犷) )= g (U
,
犷) = g

七+ ‘
(
: , , 二 2

)

.

故I= k + 1时也成立
.

五
、

谱 A
n
的 递 增 性

定理 谱序列{过
”

}

” , ;

是递增的
.

证明 根据第三节的命题 (l)
,

第四节引理4
.
4得到的 (4

.
2)式

,

以及引理4
.
5 ,

可知下列

条件等价
:

( l ) 几〔对
。 ,

( 2
) 七rP . (几)= 2 (寿= !a

”

(
o
) { )

;

(
3

)
0

,

(

a
,

b
, e

) 的第一项为2 (0
”

表示0的
n
次复合

,

即8
”
= 8 ( 0

” 一 ‘

) )
,

(
4

)
g
” 一 ,

(

z ; , 2 2

) 的第一项为2 (g
” 一 ‘

表示g的
n一 x次复合

,

即 g , 一 ’
= g

(
g

” 一 2

) )

.

这里
a= trM

。,
b 二 t r M

了, e 二 t r (M
o
M
I
)

, 二 l = 中
,

(

a ,

b

,
e

)

, 二 : = 由
2,

(

a
,

b

, e

)

,

少
:
的定义见 (4

.
3)

式
,

乡的定义见(4
.
4)式

.
设平面曲线



商 朋 见

x = 巾
,

(

。 ,
b

, c

)
*

f

;

(
几)

y = 巾:
,

(

a ,
b

, c

)
‘ f

:
(几)

(几是参数)

且记 E
。

= g
一”

(
x

= 2
)

,

即二维平面内的直线x一 2在
。
次复合函数护下的逆像

.
因此

,

A
。
= { 几I(f

,
(几)

,

f

:

(
几))〔口 门E

, 一 1
} (

5

.

1
)

据 (4
.
3)式及引理4

.
1,

巾
,

(
x

,
x

,
y

)
= U 牛(x )v 一 Z U

, + :

(
x

)
U

, _ 1

(

x

)

= U 季(x ), 一 2 [ U 愁(x )一U l (x ) ]

= (g 一 2 ) U 牛(x ) + 2
.

中
:,

(
x

,
x

, 夕) = (y 一
:
) U ;

,

(

x
) +

2
.

按引理4
.
5的记号

,
g

(
x

,
g

)
=

(
巾

,

(
二 ,

x
, , )

,
少
2,

(
x

,
x

, , ) )
,

所以

E l= { (x
, , ) } (夕一 2 ) U 愁(x )= o }

E
:= { (

x , , ) } ( g 一 2) U 孟
,

(
x

)

,

U 毛((夕一 2 ) U 愁(x ) + 2) = o }

据引理4
.
1,

E
l

c E
: .

令G 二 E 八E
l, 即有

E Z一 E :U G 且 E In G 一必

这样

E ” 十 :
= g

一’

(
E

:

)
= g

一 ”

(
E

l
) U

g
一几

(
G ) = E

。 , 1

U
g

一 ”

(
G

)

所以

刀
。

二刀
。 + 1

。
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