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摘 要

本文提出了求解大型非线性代数方程组A 甲(二 )+ B 功(二 )= b的并行多分裂A O R (A
e e e le r a t e d

o ve
r
re la x a t io n )算法

.

在一定的条件下
,

证明了非线性代数方程组解的存在唯一性
.

并建立了

新算法的全局收敛性理论
.

关抽饲 非线性代数方程组 并行算法 松弛 H 一矩阵

一
、

引 言

S te fa n 问题和许多弱非线性椭圆型偏微分方程经过有限元和差分离散后
,

均可产生大

型非线性代数方程组

A 切 (x ) + B 功(留) = b
,
A

,

B 〔L (R
n

)
, x

,

b〔R
” ,

(1
.

1 )

这里
, 甲(尤)二 (甲

‘

(为))
,

功(x) 二 (劝
‘

(x ‘))〔R
”

为连续函数
, x 为未知向量而 b为常向量

.

利用矩阵多分裂的思想
〔‘’,

W h i七e 【
“’
于 1 9 8 6 年为这类具有重要的实际应用价值的特殊

问题的求解设计了一种并行非线性G a u s s 一S ei d el 算法
.

该算法在具体实施 中取得了良好的

数值效果
.

本文进一步在文〔2〕的算法中引进松弛参数
,

建立了求解大型非线性方程组 (1
.

1) 的一类

并行多分裂 A O R (A e e e le r a te d O v e r r e la x a tio n ) 算法
.

由于其中有两个参数可供任意

选择
,

从而使得该算法不仅灵活实用
,

还可获得较快的收敛速度
.

相应于松弛参数的特殊选

取
,

新算法不仅以文 [ 2」中的并行非线性 G a u ss
一s ei d el 算法为特例

,

而且还可产生并行多

分裂外插 G a u s s 一S e id e l
,

并行多分裂 S O R (S u e e e s s iv e O v e r r e la x a tio n ) 等求解非线

性方程组 (1
.

1) 的许多实用而有效的算法
.

在适 当的条件下
,

证明了非线性方程组 (1
.

1) 在

R
“

上解的存在唯一性
,

并建立 了新算法的全局收敛性理论
.

二
、

并行算法的建立

记 A = (a ‘,
)

,

B = (b
‘, )

,

D = d ia g (A )
,

E = d ia g (B )
.

给定正整 数 a (a《
,
)

,

对 吞=
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l , 2 ,

⋯
, a ,

设 L , = (l才
, )

,

M
, = (。

‘

;
,
)〔L (R

”

) 分别为严格下三角矩阵
,
U , = (

。
);

,
)

,
犷 。二

( V 才
,
)任L (R

一

)分别为对角元是零 的矩阵
,

而 E 。二 d ia g (
e l 今, , e

广
, ,

⋯
, e

沪
,
)‘L (R

,

) 为非负

矩阵
。

如果

A = D 一 L b 一 U ,

B ~ E 一M
。一犷.

(k = l , 2 ,

⋯
, a )

(寿= z , 2 ,

⋯
, a )

d e t (D )笋 。
,

d e t (E )铸 0 ,

E E , = I (I 〔L (R
”

)为单位矩阵 )

、..产、.户

)
�U�UV

;盈
.11二.二
;
二‘了.、了扭、了.、

夕刃.、

则称 (D 一 L , ,

U , , E 一M
, ,

犷 , ; E 。
) (k = l , 2 ,

由此
,

构造求解大型非线性代数方程组 ( 1

O v e r r e la x a t i o n ) 算法如下
:

⋯
, a )

,

为矩阵对 (A
; B )的一个多分裂

.

l ) 的 并 行 多 分 裂 A O R (A e e e le r a t e d

算法
:
给定初始向量 x

。

〔R
”

对 p = 0 , l

x
了

+ ‘ = E
e {

. , x
犷
’今 (‘=

, 2 ,

一
,

计算

1 ( 一) n ) ( 2
.

1)

其中

, 舌 = 旦 至犷” + (
, 一

号)
x :

(‘一 l ( 1 )
, , k

至犷
’奋 = r必蓄

’含 + ( l 一
r
)

x
犷

而 灯
’奋

(‘= l ( 1)
n ,

k = 1 , 2 ,

⋯
, a )逐次地由方程组

一 ’, 2 ,

一
,

} (2
.

2 )

a ‘。甲,
(必了

’告
) + b“沪‘(必了

’舌
) 一 E [ l‘乡

, 卯 ,
(恋;

’七
) + 。 ;萝

,势,
( : 弓

’含
) ]

了 <‘

一乙 [ u i牛
, 切 ,

(x 亨) +
。。
牛

, 势, (x 亨)〕= b‘

J功 ‘

( i二 l ( l ) n , 掩= l ,

2
,

⋯
, a ) ( 2

.

3 )

确定
.

这里
, r
为松弛因子

, 。为加速 因子
.

显然
,

(2
.

2 )可等价地表示为

x 了
’考 = 。穷犷

’七 + ( l 一 。) x 犷

至犷
’西 = r必雾

’舌 + ( l 一
r
)

x
犷

“一 ‘1 , 一“- 1 , 2 ,

一
,

} (2
.

4 )

在由 ( 2
.

1)
,

( 2
.

3 )、 (2
.

4 )所定义 的并行算法 中
,

相应于参数 (
, ,

动 的特殊选取 (O
, 1)

,

(o
, 。 )

,

( 1 , 1 )
,

( 1 , 。)和 (。
, 。 )

,

可得到求解大型非线性方程组 ( l一 )的并行多分 裂J a e o b i

法
,

外插型J a e o b i法
,

G a u s 。一S e i d e l法 , “’,

外插型G a u s s 一S e i d e l法‘2 ’以及S O R 算法
.

特

别悬 当 甲 (x) 一 x ,

B 一 I 时
,

新算法即退化为文 〔3 〕中所建立的求解大型非线性代数方程组

A x + 劝(x) = b 的并行多分裂 A O R 算法
.

三
、

预 备 知 识

在下面的讨论中
,

将沿用「l] 、〔2〕中的符号和概念 , 用<
·

>
, p (

·

) 分别表示相应矩阵的

比较矩阵和谱半径
.

另外
,

将用到非线性方程组 ( 1
.

1) 的如下基本假设
:
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(A l)

(A
:

)

A ‘L ‘尸
,

)为厅
一矩阵;

切 ,

劝: R
“

”户均为连续的对角映射
,

且对任意的 ,
,

y〔R
“ ,

有

{
‘切 (尤、一切‘y ) l> 。 j义 一 夕 !

, 。 = d ia g (。 , , 。 :
.

⋯
, “”

) > o

!劝(戈 )一功(y )I> 叮Ix 一 y }
, , = d ia g (刀l ,

刀2 , ·

⋯刀
,

)> o

尸 : = !口
。+ }E }, 为正对角矩阵 ,

s g n (a “b
‘,
) (切

‘

(s ) 一切
‘(f)) (功

‘
(s )一劝

‘

(t、、> 0
.

(V s , t〔R , , i = l (1)
。
)

<月) !D I
一’

!E }《(B >,

对任意的尤
,

y
, 名〔R

. , t〔R
, ,

有

I切(tx + (l一 t)y ) 一 , (么 、一《 it }l切 (x ) 一切 (名 ) }+ }l 一 t日中(y )一 切(名) }

j势(t尤 + (1一 t)y )一叻(名 ) !《 }t ! I劝(淤) 一劝(名 ) l+ 11 一 t IJ沪(y )一功(么)

AAAA

{
为得到非线性方程组 (1

.

1、的解的存在唯一性
,

及建立新算法的全局收敛定理
,

下几个引理
.

引理 1 定义少 R
.

” R
.

为

g (x ) = D 切 (x 、+ E 叻(x )

则有
:

(l) 当基本假设 (A
Z

)、 (A
;

)满足时
, g 是R

“

”R
,

的同胚映像
,

并且有

}g ‘x )一 g (y )】= }D {}切 (x ) 一甲(y ) }+ IE }}劝(毖) 一势(y ) }

> 尸 !x 一 , 卜 V 即
,
y〔R

.

需要如

(3
.

1 )

(3
.

2 )

当基本假设 〔A
Z

)与 (A
。

) 满足时
,

对任意给定的正整数 N 和任何 x , 即 “
‘

〔户

1 (1 )N
,

只要 E t‘= l ,

就有

“

(毛
‘、X “

)
一 g ‘X , 《E It

‘

}}夕仁x “
、

)一 夕(二 ) I (3
.

3 )

直接推演即知结论 (l) 成立
.

现利用归纳法证明 (2 )
.

N 一 1时
,

(3
.

3 )是显然的
.

假设当N 二 。时
,

(3
.

劝成立
,

则当N = 。+ 1时
,

记

了 ‘“ , = 艺 t‘, x
(。 = 犷韶江 x( 二

节
了

一

(tn )

由于

E t‘二 “ 一 T ‘“ X ‘“’+ t。 十 1
“

“ 斗 ” ,

T (“ + t , 十 1 ~ 一
,

乙
‘= 1

t‘

T 厂价 )

利用归纳假设可得

·

(卖
; / !二 (‘

)一 I一
, 、T (· X 。

、

+ ! 。

一
‘ ’)

卜
·‘二 , ,

成 jT ‘, ’{}g (X
‘“ ’)一 g (劣) !+ l*.

+ 1
119 (劣

‘“ 小 ”) 一 g (劣 )



、 }T (一 }

鑫
万男不

!。‘二
(。

, 一。‘二 , , + ,‘。一 , ‘。‘X (
二

’)
, 一“‘二 , }

= 艺 }t
‘日夕(二 “ )一 g (二) }

这说明结论 (3
.

3 )对于N 一 m + l亦成立
.

根据归纳法
,

(3
.

3 )得证
.

引理 21 ”
.

若 A 〔L (R
”

) 为M
一矩阵

,
月一 B 。一 C ,

(k = 1 , 2 ,

⋯
,

a) 均为A 的弱正则分裂
,

则代军凡
”“C

·

卜
·

四
、

并行算法的全局收敛性分析

首先
,

证明非线性方程组 (1
.

1) 在R
”

中解的存在唯一性
.

定理 1 如果基本假设 (A l)、 (月
。
、满足

.

则非线性方程组 (1
,

l) 对于任何右端向量 b〔R
“ ,

在R
.

中存在唯一解 x , 〔R
, .

证明 记

G = 刀一 A
,

万一 E 一 B
.

由于A是 H 一矩阵
,

则 州 }刀 }
一 ’}Gl )= 叫 }Gl }D !

一 ,
)< 1

.

根据非负矩阵理论的 Per ro n -

F ro bi ni u s定理和谱半径的连续性知
,

对充分小的d > O,

有

p 。= p (!G l}D }
一 ’
+ d e e ,

)< ! , e = (l
, 1

,

⋯
, x ) , 〔R

ft

(4
.

1)

且存在正向量 x 。〔R
. ,

使得

p (}G l!D }
一 ’
+ 占e e ,

)劣
a
= p a x 。 .

(4
.

2 )

设少 R
,

, R
“

由(3
.

1) 定义
.

现对于给定灼初值 尤 。
任R

” ,

构造迭代序列佃
p }为

夕(劣
, + , ) = b + G 甲(x ,

) + H 沪(x
, ) (P = o

,

l , 2 ,

⋯ ) (4
.

3 )

由引理 1 (l) 易知
,

{砂 }在R
”

上唯一确定
,

且存在。> 。,

使得

}g (x
,

)一夕(x
。

) }《a x 。

(4
.

4 )

注意到 (A
。

)亦等价于

】H 】《 }G } JD }
一 ,

}E } (4
.

5 )

再利用 (3
.

2 )和 (4
.

2 )可得

l夕(刃 , + ‘

)一 g (劣 , ) l( }G IJ切 (x
p

)一切 (大
, 一 ’

) I+ l万 Ji劝(尤 p )一功(劣 p 一 ’

) }

= IG 日D !
一 ‘

19 伽
p )一 g (x p 一 ’

) l+ (l月 卜 . G J{D ,
一 ‘

IE J) !势(x , ) 一功(x
, 一 ‘

) }

《 {G } {D J
一 ’

19 (尤
p
)一 夕(劣

p 一 ‘

) I

《 (IG 日D }
一 ’
+ d e e , )

p

{g (义
‘

)一 g (尤
。

) !

《 p gp 毖
。,

从而
,

对任何正整数q ,

成立

一 , _ . , 、 _ 、 , _

口 ~ *

lg L韶 护 ’ “’
‘

少一 g t义
尸 ) 」( 下一石

-
尸百尤 。

一

1 一 尸d
(4

.

6 )

(4
.

6 )表明{夕(劣
, ) }为 R

“

中的C a u e hy 序列
.

又据引理 1 (l)知
, g 是 R

”

, R
”

的同胚映像
,

故

{‘ , }亦为R
”

中的C a u e h y序歹lj
.

因此
,
lim 尤,

存在
.

记lim 尤’= x :
尸- ) ‘。 P令

C叼
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现在 (4
.

3 )两端取极限
,

即知 x .
为方程组 (1

.

1) 的解
.

设夕
. 〔R

.

为方程组 (1
.

1) 的另一解
.

利用 (3
.

2 )和 (4
.

5 )并经简单计算
,

可得

1夕(即
.
)一 g (y

.
)}《 }G }}D }

一 ’
}g (x

价
)一夕(y

.
) }

,

或

(I一 }G ! }D l
一 ,
) ! g (留

朴
)一 g (y )1《 o (4

.

7 )

考虑到 p (}G lID 】
一 ,

)( 一,

则 (I一 !G { {D J
一 ‘

)
一 ’

》 0
.

结合 (4
.

7 )有

g (劣 .
)~ 夕(y 朴)

再根据 g: R
”

, R
,

的同胚性质
,

即得

y 势== 劣 .

此即表明劣
朴〔R

.

为非线性方程组 (1
.

1) 在R
”

中的唯一解
.

现在
,

讨论新算法的全局收敛性
.

定理 2 如果基本假设(A l)、 (A
一

)和 (A
。

) 满足
,

(D 一 L 。 ,

U , , E 一M
。,
犷。, E 。

) (k =

1
, 2 ,

⋯
,

a) 为矩阵对 (A , B )的一个多分裂
,

且

(A > = ID I一 iL , }一 iU , {= }D j一 IG } (k = l
,

2 ,

⋯
, a ) (4

.

5 )

IM
,
I《 }L , J{D }

一 ,

jE J
,

I犷, J《 IU , i !D i
一 ‘

IE i (k , 1 , 2 ,

⋯
, a ) (4

.

9 )

则当

o《
r
《。

, O< 。 < 2 / (x + p ({D J
一 , IG {)) (4

.

20 )

时
,

由 (2
.

1) 、 (2
.

3 )定义的并行多分裂A O R 算法从任何初值丫〔R
”

出发所产生的序列 {x p }

均收敛到非线性方程组 (1
.

1) 在R
.

中的唯一解义
. 〔R

“ .

证明 (4
.

9) 显然蕴含有假设 (A
。

)
.

根据定理 1 ,

非线性方程组 (1
.

1) 在R
“

中存在唯一解

男 . 〔R
ff .

注意到 (2
.

3)
,

显然留价满足

a “甲‘
(二兮) + b“功‘(二犷)一 艺 [l);

,。 , (二梦)+ m i;
,劝, (二季)j

一 艺 〔。 ;;
, 。 , (x 李) +

。
{;

, 劝, (二李)j= b
‘

J 价‘

(亡= 1 (1 )
。, 几= 1 , 2 ,

⋯
, a ) (4

.

1 1 )

(2
.

3 )与 (4
.

1 1 )相减并利用 (3
.

1)知
,

}g (尤
p , 七
)一 g (x 长 ) {( !L 。 }}甲(汤

, , “
)一中 (尤

赞) }+ 】M
。 }}势(无 , , “)一叻(x

.
){

+ {U川沪 (尤
,
)一甲 (尤

长) {+ }犷。】{劝(劣 , )一功(尤
补
)】 (‘

.

1 2 )

又由(3
.

2 )
,

我们有

1甲(牙
, , .
)一 切 (尤朴 ) ! = }D 】

一 ‘

(}g 又无p , “)一 g (x
釜
)】一 IE 日势(无

’ , “) 一势(x
签 ) })

l切 (即
,
)一甲 (尤

朴
) }= ID }

一 ‘

(19 }(x
,

)一 g (x
补) i一 {E 日沪(尤

,
)一砂(尤

朴
) ,)

将(4
.

13 )代入 (4
.

1 2 )并整理得

} (4
.

13 )

19 (二
, , , )一。(x

.
) !《 }五川 n l

一 , ]g (又
, , ,
)一 g (二

,
) l+ r“

,

Ji刀 I
一 , {g (x

,
)一。(二

‘
) }

+ (iM
. ] 一 IL

.
}}D I

一 ‘
iE I) l功(又

’ , 今) 一价(x
份
)}

+ (}犷
。】一 !U , }}D 】

一 ‘}E l)】叻(x
,
)一价(尤

朴
) }

.

现利用 (4
.

的
,

即可得
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i夕(x ’ , 今
)一 g (尤

赞) J《 IL , 日D I
一 ‘

}g (灭
’, 七
) 一 g (男 . ) j+ }U 。日D l

一 ’l夕(戈
,
)一 夕(义

.
) I

(4
.

14 )

由 (2
.

2 )知
,

无
, , “一二 二 , , ,

(
l
一色、x

,

6 〕 \ OJ I
(4

.

1 5 )

再考虑到 (2
.

4 )并利用引理 1 (2 )
,

我们有

19 (尤
, , 舌)一 g (尤

补)I《。 }g (尤
, , 七
)一 夕(x

朴 )J+ {1 一。 Jl夕(义 p )一 g (尤补 )l
,

一
_ .

、
. 、 .

r
, , _ ‘、

,
、

二 / r 、
. , .

、 , ,
、 .

{g 吸尤
护 , ‘

) 一 g (尤 , ) l簇 二
一

}g 咬x
夕 , “

) 一 g 又尤’ ) I + ! l 一
_
二 1 19 弋尤

护
) 一 g L尤 ’) J

U 尹 、 t之声 工

} “
·

‘6 ,

结合 (4
.

14 )与 (吐
.

1 6 )可得

{g (尤
, , “

) 一夕(x
釜
) {《 }D {一 r {L 。 {)

一 ‘

仁Jl 一。 J}D 】+ (。一
r
) }L

。1+ 。 }U
。门

{D {
一 ’

Jg (
x , )一 g (x 朴 ) !

记

穷 (r
.

。 ) = 乙 E 。(ID J一 r lL
o

J)
一 ‘

[ {l 一 。 IJD {+ (。一 r ) iL 。j+ 。jU 。 }〕
,

正

由 (4
.

17 )得

(4
.

1 7 )
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