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摘 要

本文利用偏微分不等式理论
,

我们将研究奇 摄动二阶向量椭圆型方程边值问题
�

并获得 所 述

问题的内层现象的解的存在性及其渐近估计式
�

关锐词 奇摄动 向量椭圆方程 边值问题 上
、

下解 内部层

一
、

椭圆型方程边值问题解的存在性

利用偏微分不等式理论
,

很多作者研究了奇摄动标量椭圆型方程边值问题〔‘一 �’�

然而
,

对 向量椭圆型边值问题的研究却很 少
�

本文将借助文献 〔�、 ��」的方法
,
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) 》

l、(《一 1
2
)

,
x 〔J d门日 ,

( J
‘
门。

:
)

, 、‘

(
‘一 l ,

2
) 是小于l‘的小正 ,$’数

.

从a , ,

刀
l的构造

,

显然有a ,
(
x , 。

) 《刀
;
(x

, e

)

,
x 〔幻

,
a ,

(
%

) 《g ,
(
x

) 镇刀
1
(x

, 。
)

,
x 〔厂

.
由

于a:, 刀
, 沿着 J有不连续的梯度

,

故a l,

刀
, 在口中不是 C Z

的
.

然而
,

沿着 J ,

我们有
,

对
。
充分

/J
、

D
‘a ;

(
o

, z , 。
) ~ D

‘。 ;
(

o
, z

)
一 亡1

,

(
o

, 。
) + O (

。
)

< D
r u :

(
o

, z
) + O (

e

)
= D

r
a :

(
0

, : , 。
) (

2
.
7

)

D
‘

刀:
(o

, z , 。
) ~ D

‘“,
(
o

, z
) + O (

e
)

) D

, 。:
(
o

, z

) + 亡
:,

(
o

, e

)
+ O

(

。
) = D

,

刀
1
(o

, : , 。
) (

2
.
5

)

因此
,

沿着J ,

al

,

几满足适当的微分不等式
.

现在我们证明a1
,

局是问题 (1
.
1) 在口I

U 口
2
中的下解和 上解

.
类似于 K el le y 〔吕〕 的证明

,

假设夕2
满足

”:
(
x

)
一烈x , 。

) 一 。, e x P [ 几h (
x
) ] 一 O (

。
) 《习2

簇
。2

(
x

) +
: , e x p 〔几h (

x
)〕+ O (

。
)

, x 〔口
2

(2
.
9 )

vl
(
x
) 一 。, e x p [ 凡h (

x
)〕一 O (

:
)《习2

《
。1

(
x

) + 呀
2
(
x ,

:

) +
: , e x p [ 几h (

x
)〕+ O (

。
)

, x 〔幻 ,
(
2

.
1 0 )

其中 O (。
) ( > o

) 与几
, 下无关

,
X

‘

满足亡
‘

满足 的条件和 方程
,

其中用X l
(o

, 。
) = m

a x
(
。2

( o
, z

)

一 v ;
( o ,

2
) )

,
X

Z

(
o

, 。
) 一 m ax (

。 :
( o

, z
)

一v l
( O

, :

) ) 分别代替 (2
.
5)

,

(
2

.

6
) 中相应的式子

.

我们首先证明a , 是口 一 J
3
“ 甲 的下解

.
此时

,

万
‘
一酉

‘
一 叉

。
~ 0

(
i 一 1 ,

2
)

,

即

a l(x
, :

) =
u

(
x

)
一。, e x p [ 凡h (x ) 〕 (

x任口 一J
3)‘ 4

) (
2

.
1 1

)

。
(
x

) 一。 , e x p [ 几h (
x
) 〕一 O (

。
) 《 , 2簇v (x ) + :? e x p [几h (

x
) 】+ O (

e
)

,

x 〔口 一 J
3dl4

(2
.
12 )

由于 △。一 巨r戛
1+ r

岌
2
」u二 + 仁z立

,

+
2

1

:

〕u
22+ [r

x:xZ+ r、 2X 2

〕u
·

+ [

z * , 、:
+

z 、 2 二2

〕u
Z, 犷“ 1

+
r x ‘

=
‘,

v
:

·

习z~ 。
.

令刀= (气1x ,

+ 气
2、 :

)

,

利用 ,
p 值定理

,

我们有

。么a l一f
、

(
二 , 二 , , 刀2 ,

V
a , , 。

)

乒。八u 一: 2? 八e x p [元h (
x
)」一 j

、

(
x

, “ , 。 ,

V
u

, 。
) + 左

1。? e x p [ 几h (
x
) 」

一 。 :。丫e x p [几h (
x
)j + :丫凡e x P [汽h (

x
)」+ O (:)

》:v (壳
1
+ 几一。 l

)
e x p 仁几l:(

x
) 」+ O (。) + O (

。2
) (

2 一 3
)
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其 中 O (的与之
,

, 无关
.

因此
,

当几> fn l壳:
, 丫足够大和。

充分小
,

我们 (2
.!3)式大于等于零

.

余下的是要证明a l,

刀
, 在J “J 尹毛一 J 中满足适当的微分不等式

.

下面在尸
产,

n 口
:
中考虑函数a l,

我们有

e△a l一f
;
(
x ,

a l , 夕2 ,

V
a , , 。

)

=
。

A
“: 一 。功, , , 一 。刀功1, 一 。2

, A e x p [ 几h (x )」一f
,
(
x , : : , 。2 ,

V
u : , 。

)

+ k
:
( 功

1+ 。, e x P [久h (
x
)〕) 一。 ,

(
x :

+
: 丫e x P [几h (

x
) ])

+ I
:
功1,

+
。? 几e x P 〔几h (x ) 〕+ O (。)

)
一 (

。叻1
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一l:叻1
,

+
二lx l
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。, ( k

l + 久一。 ,
)
e x p [ 几h (

戈
) j + O (

。
) + O (

。2
)

(
2

.
2 4

)

我们定义叻1
如下 :

, 1(
, , ·

) 一

汀exP[12r]丁了
exp〔一 ‘

2·〕爪lx l
(
· , ·

) d
·

d
·

‘。、
·
、占, ‘2

·

‘5 ,

从功;的定义和 F u b in i一T o n e l li 定理可 以证明 劝1
满足 印l, , 一1

2
劝, ,

+ 。 , x , 一 。,

劝1, 功, ,

>
o

,

功:= O (
。

)

,

咖
,
= O ( l) >

0
.

因此
,

对 , 足够大和。
充分小

,

我们有 (2
.
14)式大于或等于零

.

在J a’“
n 口, 中

,

从条件(2
.
5)和 中值定理

,

则得
eAal一 f

:
(
x ,

a l , , : , V
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)
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+ k
l

( 亡
,
+ 功

2
+ 。, e x p [ 几h (
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一 tn l
( x

:
+ 。, e x p [ 几h (

%
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1,
+ 功
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)
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x
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其中我们定义

,
2
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·
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注意到劝:满足 方程印
2, , 一 11叻

2,
+ 。 IX :

~ 0
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由于X Z
〔L I

(o
,

co )

,

利用F u b in i一T o n e
l l i定理可

以 证明 劝
Zr
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[ o
,

oo )

,

劝
2= O (:)

,

劝
2,

劝
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非负
.

由于 (2
.
16 ) 中正项、l雪l

,

在内层是主要项
,

(
2

.

l
e) 中的: , k l e x p 〔凡h (劝 〕在外部层是主要项

,

因此
,
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我们有(2
.
16) 是非负的

.

现在考虑内部中间区域J3价‘ 一 J
‘理

.
由于百

‘,
又

‘

是当 :今 。 时的指 数小项
,

类 似于先前的

计算
,

我们可 以证明a l
满足 需要 的不等式

.
从略

.

下面证明几是刀, 在口IU 口
:
中的 仁解

,

川类似于对a l
的 证明

,

通过选择足够大的 下 和充分

小的。 ,

我们可以证明。八刀
1一 f
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x ,

刀
l, , 2 ,

V 刀
, , 。

) 在口lu口
2
中 小于 或等于零

.

最后
,
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、
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,

假设

“2

(
x

)
一 :丫e x p [久h (

x
) 〕一 O (

。
) 《习l

《
“:

(
x

) + 亡
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r之!

一一尸
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.“
)

其中 O (约与丫无关
,

舀3,

v :

(

x

) + 杯
:
(x
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: , e x P f 又h (

x
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x〔口
:
)

。 ,
(
x

) + 又
2
(
、 ,

:

) +

)育4
(
x

, 。
) +

。: e x p [ 几人(
x
) 〕

, 、‘口
1

汀
4
是满足下 式的光滑正O (:)函数

:

面叻
。
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x 〔尸 自口

2
)
;
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)
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“
一p:‘2·丑

{
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.
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e 、 p [ 一 1
2:〕。

2
乙
2
(
s , 。

) d
s
d

r
(
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r
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‘
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)

叻
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)
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‘
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2
)
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(

x 〔口1一 J J
)

{
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!
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.
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二二 二
C

e x p
[
一 I , s 〕。1亡1(

; , 。
) d

s
d

:
(
一占《

r
《o)

一 心记

对于充分小的:, a Z ,

刀
,

满 足定理 1所需要的关系的证明类似于先前关于 a l,
刀

】 的证明
.

详细证明 从略
.

综上所述
,

我们可以断定存在I’ed 题 (1
.
育
)

,

(
1

.

2
) 的解夕= , (

x , 。
)

,

使得 (2
.
2)

,

(
2

.

3
) 式 成

立
,

这就完成了 定理的证明
.
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