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摘 要

木文证明线性算子方程组A “= f的一船解为
。 ~ C 。+ 。

,

其中
v
满足方程组 D 。 = g

,

D 是对角

矩阵
.

以 H ilb o r t零点定理的构造性证明为基础
,

给出了 C
,

D
,

。 的机械化求法
.

用此方法可臼

给出各种弹性力学位移函数的机械化算法
.

关锐词 弹性力学 位移函数 机械化算法 H il b e r t零点定理

构造弹性力学位移函数的问题已有许多研究
一

‘’, 二“’,

但是没有一个统一的有效 的方法
.

文

献 〔3」、〔6 〕对齐次线性弹性力学方程组给出构造位移函数的一般方法
.

本文给出构造非齐次

线性偏微分方程组一般解的统一格式
,

并就常系数情形以代数几何方法为工具
,

给出构造一

般解的机械化算法
.

这种算法可以借助符号计算技术在计 算机上实现
二”

.

弹性力学方程组许

多著名的结果都是本文的特例
.

利用本文的方法还可以构造出一系列新解
.

一
、

非齐次线性偏微分算子方程组一般解的构造

定理 1 设A
,

B
,

C
,

D 是线性空间M到M 的线性算子阵
,

C k er D = k e r A
,

A C = B D
,

则方程A 。一 f的一般解可以表示成
。二 C 。 + e ,

D 。一 g ,

其中 e , g 是方程 A 。 + B g 二 f 的 一组

解
.

证明 对满足刀
e + B g 一 f的任意一组

e 和 g ,

令 u ~ C 。 + 。 ,

其中州茜足D 。 一 g
,

则

A “ = A C。+ A e 二 B D 。+ 刀 e = A e + B g = f

反之
,

对方程月
。= f的任意解

。 ,

设。1二 C 。 ,

+ e
是

一

枷 = f的一个特解
,

其中D o l一 g ,

月。+

:

f
.

则 “ 一 。 ,〔k e r A
,

并且存在
。 2

〔k er D
,

使C o Z 一 。 一 。:
.

因此

“ = “ , + C 。:
= C o l

+ e + C 。: = C (v
l
+ v Z

) + e

= ” 1 + ”2 ,

即得所证
.

例 1 均匀 各向同性体弹性力学方程组
8 ’A u =

f 口二+ 寿
I A 口共

,
口矗

·

g田B必勺

f
,

其中

�11
;.

)

口豪
:

+ 壳l八

日洛
:

口丢
:

武 + k
!
八

l
.

jk
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设

+ k , 一 爹口
,

一

艺 梦
口
·lln‘

+ 寿
, 一

一
居
”

二

一

雪
a

,

一 冬口
.

Z

彗
“

, 一喜。
,

乙

l一2
C .

1

1 + 几:

X

于口
2

,J
l�2

一
X _

一 2 口:

髻
“

·

2

+ “
1一

香
“

·⋯
七

几

⋯
jf

一

;
+ “1 一

誓
”

:

誉
“
· 2 _

一 不 口
.

Z 一

一粤乙
艺 一

2

+ “1 一

答
“

, 2 ~

一 二 口
.

艺 2
日,

,口
1一2

一

_

}
二 _

万 = l 一
_
口

、

{
“

. X 。

石 -
一二

一

口
,

、 2

_ 鳖口
,

一

2

1

2

+ k , 一尽口
:

乙

D == d i a g {△
,

△
,

△
,

△}
,

其中么二此 + 弓 + 口里
.

则月C = B D
.

因此。二 C 。 ,

D 。 = 。是齐次方 程组A “ = 。的解
.

对于非齐次情形
,

由定理 1 ,

先求方程 月 e + B g “ f的一组解

一
。, 。一

脍
,

会
,

合
, 一

替
一

昔
一

普〕
,

其中
,

f . 〔f , ,

f
Z ,

f
3

〕, .

因此非齐次方程月
。 = f的解为。 二 C劝

,

D 沪二 9
.

此解正是B o u s s i n e s q 一P a p k o v i e h 一N e u b e r 解
亡‘, .

下面就线性常系数偏微分方程组给出B
,

C
, D 的具体构造

.

变系数情形可见〔6〕、〔8〕
.

在

定理 1 的假设下
,

Q 1 1

一

卜
’

、

一 a 介

一司孟

一 司飞

一。;: : : : :

}
口 ; 2 ( 一 z ) “乙步爹

:
. 。

专 _ 1
。 。

七

i
l

。一

}

{
认

一 l)
“+ ’

川轰
: : :乞

(一 1)
”
占;兰: : :二

一 ‘

(一 )
” + ’d{二: : :盆

一 ‘

几

( 一 1、2 七一 ‘

引孟
: : : :

: { (一 1 )
” 一 “ + ‘

占;呈: : :卜{t
。

二 刀 _ 】
+ 1
⋯

月

( 一 1)
’” 一 ‘

民夏:: :蕊

D 二 d ia g
⋯

,

D
,

D
, _ z}

即夕D一1,

r之
tk

对于以 上符号作如下解释
:
设 么井::丫表示左中第 il

,

八
,

⋯
, ‘. 行和第j , ,

j
: , ,

了. 列所构成

的行列式
. D 、

表示八忠夕社
‘

:和
“
狱穷飞的最大公因 式

, △您夕忌才
一 几嘿,.’.记

‘

:
,

八
1 1留2

. ’ .

皿人一 l: k

工2
~

·

儿一 I k
一 D 。占王瑟

2 ‘ ’ 呀

留为_ 1 皿自

⋯ k 一 1 儿 , 其中fl < fZ < < f* _ : ,

i , , 12 ,
,

l’’
_ 1
是 1 到寿中的整数

, ‘。 可取
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k
,
k + 1 ,

例 2

⋯
, ” 。

横观各向同性弹性体空间方程组A “ = f
,

其中
一

B
1 1口二+ B

o e
d奋+ B

4 4
d 愁 B : 2

d l
,

A =
;

B ; :

d呈
,

L 刀; 。口己
:

B l , ,

B l幻 B 1 3 ,

B
3 。,

B “
,

对于齐次情况A 。一 。,

方
。6

d岌+ B , , d丢+ B
‘4

d 圣

B : 3
d 吞

二

B
。。

都是物理常数
,

B
。。二 B

, {一 B ! 2

仁3 」中巳给出其解
; = C v ,

D 。 ~ 。
,

一 d飞
:

B : 3‘1
:

飞
B 〕3口番

:

B
一‘(d 豁+ 舀荟) + B

, 3
d愁

」

其中

_ 一口,

口
二

月、

_

一 :
二

}
另}参

(“t + 口; , +

孟:
d : J

一一
C

其中

由A C 二 B D
,

D 一 d “g

{
““+ 口“+ 、

{
口,

,

(
口“+ d“+

绪
d七
)(
“互+ “: + :

{
d :
)}

巍
一

豁 六
+

扁
一“ :

4
+ “ 1

氏
一

念
得

B 一

{
一 B

。。
口-

B
。。
日

:

0 B
6 o
B l l/ B , 。 -

设二〔e : , e : , 。3

〕, ,

g ~ 〔g : , 9 2 , 9 3

〕,
是方程尺

。+ B 夕~ 了的一组解
,

则 , ‘, g ,
是下列方程 的解

:

‘(B
。。口: + B

。。
口; + B

4 4
口: )

“ 1一 f
l

}
(B 。。“; + B

。。
“: + B

; ‘
“:

‘

, 。: 一 z
:

·3

一 瑟资
“; ““一 + 口

,
一、

9 1
= 0

9 2 =
B x 3

B z ,
B
、、

B 1 1
笼f

。一 仁B l :
B

4 、、d 二+ d丢) + 仁B
3 3

B
, : 一 B {

。

)日重」。
,

}

因此
,

非齐次线性方程组的一般解为
、 ~ C 。+ 。 ,

D 。 二习
.

当f ~ 。时
,

此解正是胡海 昌解
J”

.

二
、

求解的机械化方法

设F 为数域
,

F [ x ; ,

⋯
, x 。

〕为F 上的多元多项式环
,

简记为F 匕刘 , 厂 [d
、 : ,

⋯
,

口二
。

〕为 F 上

的线性 常系数偏微分算子环
,

简记为F 〔D 〕
.

基于F 「刘 与F [D ]同构
,

从而相应的 多元 多项式矩阵环与线性常系数偏微分算子矩阵环

同构
.

因此我们给出以下定义 :

定义 1 设

尸旧)= 习
“‘,
⋯ ‘

,

d ;ll 口井
二 口姚一艺aa D

“ , a 。

〔F

在周构意义下
,
尸 (. D ) 对应 F 〔川 中元素

尸 、x
) ~ 万al 1’’

·

‘二扒⋯ x :
·

尸 劝〔F 〔二」

称尸(x) 为尸(D )决定的多元多项式
.



张 鸿 庆 冯 长上

定义 2 设P (D )为线性常系数偏微分算子阵
,

同构意义下
,
尸 (D )对应的多元多项式阵

为尸 (劝 (其元素按定义 1对应 )
.

称尸(劝为尸 (D )决定的多元 多项式阵
.

引理 二’。〕 对于任意的正整数
。 , 。

, ”
> 附

,

总可构造一
。 火 。数字矩阵K

, 、 。 ,

使得K
。 、 . 中

的所 有。 义 胡阶子式均不为零
.

证明 令K
, 又 。的前。行为

。 1 ,

⋯
, e 。 ,

其中e ‘= (0
,

⋯
, 1 ,

⋯
,

0)
, l在第‘个位置

.

假设巳经构

成了l行 戈l) 。)
,

即已有
。 : ,

⋯
, e 二 , e 刀 : + 1 ,

⋯
, e : ,

其中任意。个向量线性无关
,

现来找第I+ 一个

向量 e ‘+ ‘
·

令 U

是 。维向

: 1 : 2⋯ : _ , = L 戈e
; , , 。: : ,

⋯
, e i

, _ ,

)
,

即由e 、, , e i: ,
⋯

, e ‘
, 一 ,

生成的线性空间
,

则犷11‘2⋯ ‘
, _ :

止至 。:i厂。 一 L (e ; ,

⋯
, e m ) rl勺真子空间

.

因此 斗 厂 。 〔‘” ,

其中11 ,

⋯
, i二 一 ,

是 1 , 2 ,

⋯
,

l件; 任取的。 一 1个数
.

取 e ‘+ 1
〔U

。: ,

但 e : + l在 U 犷‘
: i: ⋯ i

厅

~ : ,

则e i: , e s: ,

⋯
, e i

, _ : ,

忿1 盆2 ⋯ : 。 一 1

。‘二 :线性无关
.

因此。 , , 。2 ,

⋯
, 。 : , 。‘十 1

中任意m 个向量线性无关
.

以上作法都是可构造 的
,

其构造关键在于
e : + 1
的取法

.

这可参阅 [ 1 1 ]
.

定理 2 ‘。〕
设尸 (D )

,

Q (D )分别为。 只 q , 。 x l阶矩阵
,

其元素取自 F 〔D 〕中
,

设 C (D )

= 沪 (D ) 印口 〕
,

q 十 l》。 ) 1 ,

设 C (x )的所有 m 阶子式的最大公因式为d (x)
,

则 有一算法对

每个 i吸i二 l , 2 ,

⋯
, n )可找到 R

,

(D )
,

S
‘

(D )
,

满足

P (D 、R
、

(D ) + Q (D )S
‘

(D ) = 沪
‘

(D )d (D )I
。

其中R
,

(D )
,

S
‘

(D )分别为 F (D )中q 火 。 ,
l x 。 阶线性常系数偏微分算子多项式阵

, 功
‘

(D )

是不含九
‘

的线性常系数偏微分算子阵
.

证 明 对每个艺= 1 , 2 ,
⋯

, 。 ,

算法一样
,

以下就‘= n
情况证明

:

1
。

设 么i, ⋯ : 又x) 为C (.:) 的任一。阶子式
,

则共有 C盆
十 :
个

.

这 C公
, ‘
个多项式△‘

, ⋯ ‘
.

(x) /

d (刘 在尸 [、 : ,

⋯
, x 。

]上互质
.

则此组多项式在F (x , ,
⋯

, x , _ 1
)〔心〕上也互质

屯‘“, .

对于F (x : ,

⋯
, x 。 _ 1)眯

,

口上的一元多项式八i ,
·

i
二

(二 , ,

⋯
, 、 ,

)/ d (x l , x Z ,
⋯

, x
,

)
,

用E u cl id 算法
,

可求出

民
1 ⋯ ‘ 任F 欠% l , x Z ,

⋯
, 二 , _ ! 、〔x

,

〕
,

满足

乙 民
1

.

~

.

么‘
, ⋯ ‘ (x l ,

⋯
, x ,

, 。

动 (x , ,

一 {无翻

通分整理得

乙
。 : , ⋯ ‘

,

乙
, ⋯ ‘

。

怀
,

⋯
, x ,

) = 沪
。

(x) d (x )
2 1 二

’

了二

其 中 山
, ⋯ :

任F 巨 } ,

⋯
, x ,

〕
,

劝
。

(劝〔F 〔% 工,
⋯

,

介
_ 1〕

2
“

由引理
,

构造数字矩阵K 。+ : ) 、 二 .

3
“

设刀 (元夕= d ia g 笼元: ,
几

2 ,

⋯
,

凡
。十 ‘}

,

D 又二 ,

元) 一 C 咬x 。刁 (元)K
。 , ‘ 、 。 ,

D
。

、、
,

几)为
D(x

,

几, 的伴随阵
,

嘴
’‘
垦,.’.’.z; )

是心
、 ! , 。中的第‘!

, ‘2 ,
⋯

, ‘。行所成的。阶子式
.

由此得
几‘“」

“(‘
,

“, 一 d e ‘“ (/
,

凡, 一

军
元

! 1
元
孟2
⋯ 元

! ,

“
! 1 ⋯ ‘

r·

( /
,毗

“
;’.’.’.l 劝

“! 1

一 (一
峭

“;’.’.’. 劝
- J

’n

八 (x ,

元)

口凡
; :
口瓜

:
⋯ 口几

, 。
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八(x ,

几)I。 二 D (x
.

几)D
。

(x
,

几、= C (x )月 (几)K
。, : 、。D

。

(x
,

之)

将上式两边对几求偏导
,

得

日‘ (A (x ,

几))I。

口凡
, , ,

口几‘
:
⋯ 口几i

。.
一 C x )

日机 (刀

口击
,

K

口几‘r 二 口瓜

令 Z il. ..f
。

(x) = 一
K

口, (刀 (之)K
。 十 : 、 二D

。 (义
,

几)、

(;
1‘

l’.’.’.z 劝
口久f , 口只‘

2

⋯口凡‘
。

门月

!
一

、

l
、

lXX‘
、

了n刀

△11 ⋯ ‘
。

(x) I。 = C (x) 乙
; ⋯ ‘

。

(x
、

,

_
_ 「 R

Z (x ) = 乙 al
, ⋯ ‘ (x 、Z ‘、⋯ : ,

(x ) = }
‘ L S

则令

其中R
。

(x
)是g x m 矩阵

,
S

,

(x )是l x 。矩阵
.

贝I}有

C( 川 Z( 川 一 乙
。‘1 ⋯‘

. ‘

冈 C( 劝 2 11 ⋯ , 。 ‘劝

= 乙
。‘:

·

、
。

(x )八‘
: ⋯‘

。

(刘 I。 ~ 功
。

戈劝 d (刘 I 。

即有 P (x )R
,

(、 ) + Q (x
)S

。

(% ) = 沪
,

(、)d (x )Itn

P (D )R
。

(D ) + Q (D )S
。

(D ) = 劝
,

(D )d (D )I
。:

其 中劝
,

(D )中不含口
x 。 .

例 设

之d0「争1
。 ,

「
且一 g ra Q 二‘

}少 }
’ “ 一 r 。 “一

}
、 U Z

砂 ‘

一 口 z

0 犷

一 d

口
:

一口 3
为方便计

,

用 x , 到 , 二分别代替口
: , 口, ,

d
: .

l
。

设C = 〔A B 〕
,

贝日C中所有 3阶子式的最高公因式为d (x
,

夕
,

的 一 扩十少 + 扩
.

z 么
1 2 :

= z z
d (x ,

习 , z )
,

一 ] , 八, : ‘二 之, Z
d (x ,

达,
, z )

, x △ , 3 4 二 x Z
d (x , 夕 , 二 )

2
。

取

O 0

0 1 0

0 0 1

l
seesesJ

一一K

则其所有 3阶子式皆不为零
.

3
。

设刀 (元) = d ia g {凡, ,

凡
: ,

凡
3 ,

元
4

}

D (x , 夕
, 二 ,

几) = C刀 (元)K

D
。

(x ,

召
, z ,

几)为D (x , 习 , z ,

凡)的伴随阵
,

令

2Z
2夕

2
1 : 、-

口
3

(刀 (元)K D )}
口几一口凡

Z d 几3
} * 一 。 拉

X Z 夕之

x g 一 (x Z
+ 2 2

)

2
+ 2 2 一 x 夕

O 0

一 X Z )一�协护一1212一以
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x 2

0

X Z

一 X夕

X g

0

习Z

(
x Z

+ 2 2
)

O

一 (
x Z

+ , “

)

一 夕2 {
尸...l.eese七

一一4Z

、l
.

I
L..IJ

2

,声2

,

尹
.

12戈。
,八‘g尸

,

c

一 X夕

X Z

尹且.1
!
-

!
,

一一2 2 2 、

一 刀2
一夕2

夕z 一 (, 艺+ 大 2

)

仁夕
2
+ 扩 一 x 夕

x 2 2

2 1 ~ 之2 1 2 3 二
X 万Z

O

一 X Z

夕2 2

一 z
(X ,

+ z ,

)
z
(,

2
+ 2 2

) 一 X夕之

O

厂1
.卜

.
裕

�.....J
艺2

x l一 仁、 : 2 : 二 2 : 3

〕
,

: , 一

「
X g Z

:
(习

2 + 2 2

)

O

一 z
(“

2 + : 2
)

一 X 习z

O

夕之

一 X 之

则有 A X , + B y , = 矛△I

同理
,

取

(2
.

1)

、
2
一 : 二。

之 : 3 :广一
,

一「
一 X 万z 一 习2 2

O

x , 2

g ( 9
2 + x ’

)

一 , 3一 刀2 2
X 刀z 〕

则有 月X
Z
十B Y

:
二犷△I (2

.

2 )
产 0

取 X
3
= 〔x

3 % 2 , x Z z 〕
, I / 3

= X 夕之

x (
x Z + : 2

)

O

一 义 ( x
Z + , 2

)

一 X 夕z {之UU
勺�,山

X义

一

.

1、

则 有 A X
3 + B y

3
二扩△I

将 ( 2
.

1 )
,

(2
.

2 )
,

( 2
.

3 )相加
,

得
一

以X l + X
:
+ X

3

) + B (Y
l + Y

: + Y
3

) 二 梦 I

令 X 一 X l+ X
:
+ X

3 ,

Y = Y , + Y
: + Y

3

则有 且X + B y 一△汀

用原符号口
, ,

口
, ,

人表示
,

则上式为

(2
.

3 )

了占△
一一

么

、.....2

!
几、

O 口
:

一口, 0 一口
二

d
;

! 〔口
·

d
;

d
·

三么 +

口
:

.

夕 一 口
:

口
二

0

口
: O

、

一 口, 口
:

d r

一 口
.

名右
.d口一

即 g r a d
·

d i v 么一 r o t
·

r o t 八= △汀
,

由于八是满射
,

故有

g r a d
·

d i v 一 r o 七
·

r o t ~ 血I

这正是著名的 H el m h ol tz 分解
‘1

.

定理 3 设刃
,

B 分别为。 )< q
,

m 米 l阶矩阵
,

其元素取 自F 〔D 〕中
,

且有A汀十B N = R
,

M
,

N
,

R 皆为偏微分弃子阵
,

则方程 H e 十B g ~ f的一类解为
e = M势

, g = N 沪
, R 沪= f

.

由定理 2及定理 3 ,

我们 可得方 程月
e + B g ~ f的一个机械化解法

: (A为 m x q阵
,

B为。 x

l阵
, q + l》m )

l“ 对且
,

B
,

由定理 2 ,

有一算法可找到偏微分算子阵M
,

N
,

使A M + B N 二 势‘(D ) d (D ) I
。

其中梦
‘(D

‘

是一不含口
二 i
的线性偏微分算子

,
d 叱劝为C 二 针竺

,

B ) 的。阶子式的最大公因式
.
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2
.

解方程组

砂
.

(D )。= f
,

d (D )一
”

其 中
” , 切为 , x l矩阵

.

3 。

由定理 3 ,

A 。+ B g = f的一类解为
e = M甲 , 夕= N 甲

其中甲是 2
“

中方程组之解
.

在2
”

中
,

叻
‘

(D )中不含口
二 . ,

d (D )是C 一 仁A B 〕中所有。阶子式的最大公因式
,

其 次数在

一般情况下是较低的
,

且这两个方程实质上已转化为单个方程
.

因此比原方程容易解
.

例 平面弹性动力方程组 中
,

“ 一

f
(几+ 2拼)口二+ 拼口云

(几+ 川口1 ,

_ _

(A+ 咖“ 一

1
拼d 互+ (儿十 2拼)d 益一P口蓄

其中p ,
元

, “是常数
.

齐次方程
二“’A u 二 。的解为

甲
一IL

�
‘
...J

一
「 (A+ 附勤

L p d ; 一 (几+ 2拼)口二一拼口奋

其 中切满足 伽么一 p 口{) 仁(几+ 2川 △一 户鱿 」切一 。
.

因此在此例中
,

C 一

l
(元+ 拼)口二

,

p积 一 (几+ 2拼)口二一 拼口己
」

, D 一 ‘““一 户“, , 〔‘“+ 2 ; , “一 p 口”〕
,

“一

[ J
设Q (D ) = 〔A B 〕

,

则Q (D ) 中所有2阶子式互素
.

有0. △ , 2 一 1
·

△
2 3 + 0. △1 3 = (几+ 川此

此式右端不含口
‘.

取
‘

、居l-\es/l班eewe、
,

一一K

则其任意二阶子式都不等于零
.

设

刀 (元) = d ia g {元1 ,

几
: ,

元
。 ,

几
‘

}
,

D 、x , 夕 , 式、= Q (D ) 刃 丈只
、

K

D
。

(%
, 召 ,
几)为D ( x

, g ,
元)的伴随阵

,

令

、
、口/QJC‘O‘

‘

‘l
2 2 3 一

_ _ /

式 L

= ( 一 l )

d
匕戈刁 (几) K D 。

(x
, 召 ,

元) )

口几
2
口几3

}
1

、拼d l+ (几十 2拼) d毛一尸d履

O 、、

_

。

{
一 (九+ 拼) d 二

, 声

r X : l
一

0 仁, 1

Z 一 一 Z
: 3一 I ,

,

X ~ } !
,

Y ~ [声心立+ (几十 2“) 口1 一 p 口飞
, 一 (凡+ 拼)口觅

,

」
L y J L l 日 J

则有A X + B Y =
·

凡十川 d 岌, 人
.

因此月己 + B g = f的一沮解为

“一
御

一

l 」
, “一 y “

、

一 口刁岌十 (凡+ 2子‘、口愁一 户d }〕尹l一 (凡+ 矛: 、d l,甲z
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一l
卫
.esJ

.

1艺甲切尸.!‘‘

一一甲其中

是方程 (元+ 川 d立
,

八卿二 f的解
.

因此平面弹性动力非齐次方程组的解为
“一 C v + e ,

D 。= 9
.
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