
应用数学和力学
,

第 �� 卷 第 � 期 ‘�� ��年 � 月 �

� � � ��� � � � � � � � � ��� � � � � �
� � � � � �� �

应用数学 和力学编委 会编

重 庆 出 版 社 出 版

一类非牛顿流体流动问题的变分原理

和广义变分原理

沈 敏 孙其仁

�
�

卜海大缪
�

上 海市应用数学和力学研究所 � �� �� ��
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� �� �年�月� 日收到 �

摘 要

本文 将钱伟长教授
〔‘’

的不可压缩粘性流的最大功率消耗原理推广 到一类特殊的非 牛 须 流 体

—
广义牛顿流体的流动问题

�

并采 用识别的拉氏乘子法来解除变分约束条件
,

导出其广义变分

原理
�

关健词 非牛顿流体 变 分原理 拉 氏乘子

一
、

引 言

随着有限元法在流体力学中的广泛应用
,

人们开始重视流体 力学中的变分原理 的 研究
�

早期的工作主要有文献〔�、� �
,

但这些研究工作都是关于非粘性流体 的流动问题
,

且重点放

在物体外场的流动
,

其出发点是 � �� � � �� � 方程
�

钱伟长教授首先从 � � �� ��
一� �� � �� 方

程出发
,

建立了粘性流体 的流动问题的变分原理
,

即最大功率消耗原 理 及 其 广 义 变 分 原

理 「‘’�

本文在文献 〔�〕工作的基 础上
,

将其 中关于不 可压缩粘性流 体流 动问题 的 最 功率消

耗原理推广到一类特殊的非牛顿流体一
一广义牛顿流体流动问题的情形

,

并采用 识别的拉氏

乘 子法解除诸变分的约束条件
,

导出其广义变分原理
�

二
、

厂义牛顿流体流动间题的基本方程

对于广义 牛顿流体的流动问题
,

如果我们取 � �� �� 坐标从 � � � , � , ��

速为
。‘�� , , 、 � , � � , 才�

,

压力为 � �� , , 二� , 、。 , 才�
�

设流体中 各点的应 力为。‘, ,

� , , � 一 � 乙‘, � �刃��
�

�。
‘,

其中
�

,

则各 点的流

贝��有〔� ’

��
,

‘二 �

� , ‘� � 、
、 �、一 盆年 �

� �

“‘, � �。
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�� � 斌 �。‘,
·

。‘, 一
��

�

��

这里。‘, 称为流体 的应变率张量
,

�
�

为应变率张量的第二不变量
, 叮 �几�为广义牛顿流体的粘

度
,

它是�
�的 给定函数

�

流体的运动方程为
�

� �口�
‘

�口�� “, � ‘, ��� �户
‘
� �

‘

川 ��
�

��

其中矛
‘

为流体单位质 量所受的体积力
, � 为流体 的密度

�

若以 。 ‘,

� 作为求 解未知量
,

则将

��
�

��
、

��
�

��式代入 ��
�

��得 到用速度和压力表示的流体运动方程

� �口。‘

�口� � � 。� ‘, 。�一 户户
‘一 �

, ‘
� �刁��

�

��“
, , , � 。 , , ,

�〕
, , ��

�

� �

另外
,

流体的流动还需满足连续性方程

。 。 , 。� � ,

在 � 中 ��
�

��

流场的 边界条件为
,

在给定面力的边界厂
。

上有

� ‘, � , 二 �刁��
�

��
� ‘, , � 。, , �

�一 ��
‘, �� , � 了

‘
在�

。

上 ��
�

��

在固体壁面边界厂
�

上
,

有无滑移条件
“‘� � ,

在 �
�

上 ��
�

���

此外
,

在来流边界厂
。

上
,

流速为已知

� ‘� 云 ‘,

在厂
。

上 �� 一 ��

这里整个流场 � 的边界� 一 厂
,

� 厂
,

� 厂
。 �

于是以 。‘,

�为求解量 的定解 问题为
�

在边界条件

��
�

��、 ��
�

� ��式下
,

从方程组 ��
�

� �
、

��
�

��求解
。‘,

�
�

三
、

广义牛顿流体流动问题的最大功率消耗原理 �单变量� ��

从式 ��
�

� �我们有

口�
�

口￡, ,

�￡��

一 几 ��
�

��

因此
,

��
�

�� 式可写 成

口�
,

口 ‘, 二 一 � �
‘, � 刀� �

�
� �

� 万 二 甲

�, 七‘�
��

�

� �

我 们定义函数
� ��

�

�如下 �

「�
,

� � ’“ � 一�
。 ”叮气� �“口 ��

�

� �

于是本构方程 ��
�

��可写 成

口�
� ‘, � 一 � 山 , 十而

, ��
�

� �

至此
,

我们便可把文 ��� 中关于不可压缩粘性流动问题的变分原理即最大功率消 耗 原理推广

到广义牛顿流体流动问题 中
,

而得到如下的广义牛顿流体流 动问题的最大功率消耗原理
�

在一切 满足连续性方程 ��
�

��
,

边界条件 ��
�

���
、

��
�

��� 的 。 ‘ 中
,

使下列流体功率消耗

泛 函【”

二一 二
。

� ��� �
,
�,

�
�一。� ‘。‘〕、� 一

��
�

了
‘。“�

少 � � 下 � � 厂口

��
�

��

取最大值者
,

即为广义牛顿流体流动问题的 正确解
�

这里泛函万
。

的变分为
�



一类非牛顿流体流动问题 的变分原理和广义变分原理
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式

,

我们有
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,

) (
u ‘, ,

+
。, , ‘

) (
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另外
,

由变分约束条件知流速在变分过程中满足连续性方程
,

故有

占u*
, ,

= o
,

在 :中

所 以有

d。,
P 占u‘, , = P d

“ ‘, ‘
=

。

故(3
.
5) 式可写成

(3
.
13)
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.
14 )
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。

+

拼
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( ‘

?
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一
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、
占u

‘
d
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,

上
,
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。 ,

已满足边界条件 (全

( 3
.
1 5 )

由于在边界厂
。 ,

占“ ‘
= O

,

于是按 G reen

1‘
l
、

、

(
2

.

] 1 、式
,

故有

在厂
。 ,

厂
s
上 (3

.
16)

定理
,

我们有
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因此
,

。
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。
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口
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若
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使H 取驻值

,

即d刀二 O ,

则由加‘
在

:中和厂
。

上 的变分独立性知
, “‘

满足
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式 (3
.
19 )

、

(
2

.

2
几

) 即为方程 (2
.
7 )和边界条件厂

).9 )
.

因此在变分约束条件下
,

使泛函17 取驻

值的 “‘
将满足j

’一

义牛顿流体流动问题的所有方程 和边界条件
,

是间题的正确解
.
现在我们要

证 明该驻值为最大值
,

从式(3
.
7 )知

,

此时只要证 明子万《。即可
.

为此对(3
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一类非牛硕充体流功问题 沟变分系 理和六义变分原 理

4勺,

公
“‘, “, “

+ “”“‘, “, ,
(

3
.
3 0

)

若丫> o ,

则有

口
2梦

口。‘, 口。, 。

从式 (3
.
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j

己
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一
)〕2+ 2。占一j一》。

( 3
.
3 1 )

( 3
.
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即上述泛 函的驻值为极大值
.
至此我们证 明了广义牛顿流 体流动问题的最

!、.

功率消耗原理
.
需

要指出
,

对可能出现丫< O的情形
,

上述极值原理不 一定成立
,

但驻值原理仍然成立
.

四
、

广义牛顿流体流动问题的广义变分原理 (双变量u *,

P)

在 上述变分原理中
,

有三个变分约束条件
,

即 连 续 性 方 程 (2
.
8 ) 式和流速边界条件

(2
.
10)

、

(
2

.

川式
.

为了解除这些变分约束条件而使之成为泛函 取驻值的 自然条件
,

我们分

别在
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。 ,

厂
。
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.
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这里式 (4
.
5 )

、

(

4

.

6) 分别给出了拉氏乘子几
,

击的识别结果而式 (4
.7 )则是受力边界条件

.
其

余的式 (4
.
3b)

、

(
4

.

3c
)

、

(
4

.

3
e) 分别是连续性方程

、

来流边界条件和 固壁边界条件
.
至此

,

我们通过泛函 11 朴 的驻值条件
,

求得全部拉氏乘子和广义牛顿流体流 动 问题的 全部定解方程

和边界条件
.

把
。 , 二‘,

凡
‘

的表达式 (4
.
3 )

、

(

4

.

4
)

、

(
4

.

5
) 代入 (4

.
1)

,

便得到广义牛顿流体流 动 问题

的广义变分原理的泛函为
:

二 , 一 、 一

{ { {
, “ 。 , 。、: 一

{ {

_
[。 (‘

2
) (

u‘, ,
+

u , , ‘

)
一 , d

‘, 」” , “‘
d

‘

J J J 了
J 护

l

一

{ {

_
[。( ,

2
) (

。‘, ,
+

“, , ‘

)
一 , 。‘, 〕。,

(
u ‘一 。‘

)
、:

J Jl
’

。

(
4

.

8

)

于是广义牛顿流体流动 问题的变分原理 为
:

在一切。: ,
p 中

,

使 泛函 (4
.
8 )式为驻值的“‘,

p 必为广义牛顿流体流动 问题的正确解
.
即

泛函H 釜 的驻值条件给出“‘,

P 定解问题的所有方程 和 边界条件
.

五
、

结 束 语

本文对广义牛顿流体流动 问题给出了相应 的变分原理 和广义变分原理
,

我们 已对这种流

体的流动 问题采用 上述变分原理 和有限元法 进行了计算
,

有关结果将以 另文发表
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