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摘 要

本文用二次稳定性理论研究自由剪切湍流中周期性基本流空间增长扰动的稳定性
.

数值 结 果

表明三维亚谐扰动对横向波数有很强的选择性
,

二维亚谐波的空间 增 长率最大
.

与之相反
,

基本

模式的三维扰动在很大的波数范围内存在不稳定性
,

证明 刀= 。时存在
“

转移
”

不稳 定性
;
当K H

波的幅值A 》0
.

06 时出现分叉现象
.

关扭饲 二次稳定性 大尺度结构 分叉

一
、

引 言

中等雷诺数以上的自由剪切流几乎都是湍流状态
.

实验已经证明 自由剪切湍流中的大尺

度相干结构和小尺度结构同时存在
.

这种大尺度结构实际上是一种不稳定波
,

而小尺度结构

对大尺度结的发展所起的作用不大
.

两者 的分离使得我们可以用流动稳定性理论研究自由剪

切湍流大尺度结构 的演化特性
.

一般认为自由剪切层的流向大尺度结构是其二次不稳定性发

展的结果
.

H al l等人最近实验证明参数共振是亚谐扰动迅速增长的内在机制
〔‘’.

二次稳定性

理论已成功地解释了边界层 的转挨问题
〔“’,

必定也可以用来研究自由剪切 层 的 相 干结构
.

P ie rr eh u m b er 七等利用 F lo q u et 理论分析自由剪切层无粘性周期性基本流二维及三维扰动

的二次稳定性
「3’.

M e 七e a lfe和O r s z a g 则按二次稳定性概念
,

用数值积 分 N a v ie r 一S切 k e s

方程的方法研究自由剪切湍流的稳定性
〔‘’.

然而
,

数值模拟难以确定初始扰动的最不稳定模

式
,

因为开始积分的初始扰动总是任意的
.

P ier re h u m b e r t 把 8 七u ar 七涡排作为周期性基

本流
,

但它只是理想流体 E ul er 方程的定常解
,

与实际情况相差较大
,

并不具有普遍性
.

同

时
,

我们也注意到关于自由剪切层的二次稳定性理论研究至今只限于 时间增长模式
.

实 际上

只有空间增长模式才能确切描述扰动的演化特性
.

本文把研究边界层过渡问题的二次稳定性

理论用于湍流 自由剪切层
.

我们直接从N a vi er 一 S to k es 方程出发
,

研究自由剪 切 流中周期

性基本流对空间增长扰动的稳定性
,

探讨大尺度结构和小尺度结构的关系
.

.
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二
、

基 本 方 程

根据 二次稳定性理论
,

三维流场表示为

V

其 中
,
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刀
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的 为二维基不流
,

犷 二 (
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少三纠小扰动

.

和厂
2

相 比
,

犷
。

是

无限小量
.

把 (2
.

1)

的系数为零
,

则得犷
2 ,

S七。k e s
方程

,

分别使 厂
。

的零次项和线性项

厂
3

所满足的方程
.
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其 中 R 二 U占/ ,
为雷诺数

,

乙(劝为当地祸量厚度
,

打为最 速度
.

二维基本流应 当包含平均流 和各阶K H 波因此哥求解非线性方程 不2 2 )
.

但 是
,

对自由

剪切层而 言还没有很有效的方法水其二纤
·

平衡态解
.

T h o r p e 的实验发现 二次失稳 的扰动增

长到有限幅值 的速度要比二维K H 波快得多
.

文献 〔1〕证明对参数共振而言
,

基本K H 波以外

的各阶波对能量传输的贡献只有 0
.

01 ~ 。 00 1 ,

成全
一

可以忽略
.

为此
,

我们忽略了 K H 波 的

幅值随时间和空间坐标的变化
,

而采用保形理论和局部平行假设
.

设二维基本流为

犷
2
= 忍+ 月犷; (2

.

4 )

犷 : ~ 佃 l , 。 1 ; 为基本K H 波
,
其幅 值城为局部常数

.

用流函数表示

: : 一口梦 / 口刀
, v 、

二 一口梦 /
‘

口二

少 (、
, 夕 , 户 一功勺、e x p {i沁声一 。扣} + c

.

c (2
.

5 )

按以上假定
,

在以 K H 波 敞相速度c’运动的生标 系中笋为纯周期函数
,

可表示为

岁 丈x
/ , g )一功(夕)e X P {ia

, 、‘

} + e
‘

e
, 火‘

= 二一 e ,

才 (2
.

6 )

a ,

为K H 波的流向波数
, c

.

c
.

表示共扼
,
必、,

一

为O r r 一

S o m m er fe ld 方程 的特征 函数
.

我们取

平均流为
忍= 0

.

5 { 1 + 七h (, )} (2
.

7 )

这一速度剖面已经考虑了小尺度结构对平均流的修正
,

基本符合自由剪切湍流的真实速度分

布
.

根据以上分析
,

在动坐标系中对这样的基本流
,

方程 (2
.

3) 的各系数只是 丫 的周期函

数
,

与时问坏日坐标
z 无关

,

完全可以用 F lo q u e t理论分析其稳定性
.

设其解为如下形式

犷
3
~ e x p 〔a 才】

·

e x p 〔, x ‘

〕
·

e x p [‘刀
二〕乙 犷。 (夕)e x p 〔‘。:夕二

‘

]) (2
.

8 )

其中 ‘~ a. / 2
,

a ~ 二 ,

+ ia
、 ,

下~ ,
,

十印
‘.

二
, ,

协分别为三维扰动随时间和空间的增长率
.

这

样形式 的解代入方程 (2
.

3 ) 则形成 一
‘

维K H 波和三维扰动的参数共振
.

当m 为奇数时
,

三维

波的流 向波长是K H 波的二倍
,

称为亚谐共振
,

或主参数共振
.

当。 为偶 数时
,

三维波和二

维K H 波有相同的流向波长
,

称做 基本共振模式
.

本文只考虑N 二 l ,

且下为实数的空间增长

扰动
.

在这种情况下三维扰动和二
.

维K H 波有相同的相速度
,

且具有最大的空间增长率
,

对
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亚谐扰动
,

(2
.

8) 式变为

犷3 ~ e x P [a
r t〕

·

e x p [下
, x ‘

]
·

e x p [‘刀
二〕{V ,e x p [i沙x ‘

〕

+ V 贯e x p 〔一 i戊x ,

〕} (2
.

9 )

对方程 (2
.

3) 取旋度以消去P
3 ,

并利用连续方程消去叨
3 ,

然后把 (2
.

4 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

的

式代入所得到的方程
,

可得如下两个相关联的常微分方程
.
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其中
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,

F
Z
二 冬

“

+ 刀
2一 v , ,

E
Z

= 房
“
+ 刀

2

+ , 2 ,

H
“
二 启 2

一刀
2

+ , 2

P Z = s奋“+ 3刀
2 一下2 ,

Q
Z
= 5女

“一刀
2 + 丫

2

其边界条件为
“二”= D 。= o ,

当, = 士OO 时 (2 一 2 )

齐次方程 (2
.

1 0)
、

(2
.

1 1) 和齐次边界条件 (2
.

1 2 )构成一特征值问题
.

四个常数中的两个可由

数值方法程确定
,

另外两个必须 给定
.

时间模式取 下,
= o ,

空间模式取 a ,

二协。/ a
, ,

而a , ,

V
,

则分别 由方程确定
.

设基本共振模式 的解为如下形式
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边界条件为
。= 。 = D 。= “。= v 。= D 。。~ o ,

当夕== 士oo 时 (2
.

1 5 )

其中F “,

E Z和 (2
.

1 3 )式相同
,

F 活= 尸一 讨
.

在给定R
, a ,

刀
, 石及解得二维K H波之后

,

可用数值方法确定二次失 稳 扰 动的空间增长

率丫,

及扰动速度分量
“ , 。 ,

而横向速度川可通过连续方程获得
.

三
、

数 值 结 果

为求解K H 波所满足 的O rr
一S o m m er fel d 方程和以土特征值问题

,

我 们采用变换 , =

夕/ 斌云耳可把夕一 士co 变为刁一 士
1 ,

其中刀
。

为可选择的常数
.

在刀空间可用 C h e b y o h e v 多项

式的配置点方法求解特征值问题
.

在实际计算时我们把方程变为相关联的实数方程
,

取y 。~

3
.

。,

配置点数L = 49
.

取最不稳定K H 波为周期性基本流
,

其圆频率。 二 0
.

2 10
.

图 1给出了R 一 8 00 时不同K H 波幅值的三维亚谐波的空间增长率和横向波数的 函 数关系

曲线
.

如图所示亚谐波在一个不大的波数带内发生参数共振
,

且口= 。时其增长率最大
.

这表
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明亚谐扰动对波数的强烈选择性和大尺度结构的确定性
,

即涡的合并和撕裂过程有明显的二

维特征
.

三维亚谐扰动的空间增长率随横向波数 的增大而迅速减小
,

当横 向波数大于某一值

时将不再有增长的三维亚谐扰动
.

扰动在 向下游传播的过程中有量纲波数刀
,
保持不变

,

但涡
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2 1 0 R = 8 0 0 ,

。二 0
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圈 1 三维亚僧扰动的增长率 图 2 三维亚僧扰动的最大增长率

和故向波橄的关系 随KH波粗值的变化

量厚度却不断增大
,

使得无量纲波数刀一夕枯随之增大
,

于是三维亚谐扰动的增长率沿流向不

断减小
,

以至最终消失
.

这即是所谓
“

短波截断
”

不稳定性
.

实验和理论研究都已证明
,

不稳定波 的频率和波数的比近似地等于相速度
,

因此我们可

以近似地用K H 波的相速度代替群速度把时间增长率转换成空间增长率
.

图 3 所示为理论计算

的三维亚谐波空间增长率和通过简单关系 , ‘
= ‘ / “

,

转换值的比较
.

当刀= o时两者几乎相等
.

这表明二次失稳模式和 初始K H 波一样近似地以K H 波的相速度向下游传播
.

图 2所示为二维

亚谐波的空间增长率随初始K H 波幅值的变化
.

当A 一 0
.

08 时达到最大值 , ,

, 0
.

7 4 7
.

文献〔3〕

得到的平行流极限值。 ,
= 。

.

3 6 7 ,

转换成空间增长率 , ‘= 0
.

7 34
.

两者几乎相同
,

而【3 〕的 结

果和峨k s a d 的实验值相吻合
.

二次失稳扰动的空 间增长率随雷诺数的变化关系如图 4所示
.

显然 R > 40 。之后二次失稳

亚谐扰动的空间增长率基本和雷诺数无关
,

即在大于某一临界雷诺数之后
,

二次失稳模式和

。 6 {
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峨, 口口
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三几欠失 掩模式

/ 一瓜
;
而 一 一 一

斤
、

]‘、门(飞 , 0 ( ) lj

⋯叫书

圈 3 理论计算的增长率和时间

模式转换值的比较

图 4 三维亚谐扰动和二维 KH波

的增长率随诺教变的化,

初始K H 波一样属于无粘不稳定性
.

自发现自由剪切层 的流向大尺度结构以来 巳有不少学者用实验和数值模拟研究流向条纹

结构的产生和发展
.

B e r n al 和R 。。h k 。〔
5 ’
实验证明初始的流向条纹确实 是 由于流动的二次

不稳定性产生的
.

超过临界雷诺数之后
,

流向条纹将逐渐放大
.

条纹的横向尺度和流向尺度
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的平均 比值为0
.

6 7
.

H u a n g 和H o 〔。’的实验测得流问涡的频率和二维基本波频率 相同
.

因此

应 当用 (2
.

1 3) 式所表示的基本共振模式来描述流向涡的演化
.

图 5 为基本共振模式三维扰

动的增 长率和横向波数 的函数关系
.

当刀= o时 , ,
= o ,

然后 , ,

随刀的增大迅 速 增长
,

刀” 0
.

72

时? ,

达到最大值
.

与亚谐共振不同
,

基本共振模式的三维扰动在很大的波数范围内存在不稳

定性
.

最 不稳定三维波的横向波长与二维流向波长的比几订几
:

、 0
.

6 ,

和 B er n al 的 实验结果

相近
.

文献 [ 3 〕发现基本共振模式存在所谓的
“

转移
”

不稳定性
.

它是指 当 刀、 0 时涡排受到无

限小 的扰动可能由一个稳定解变为另一个稳定解
.

本文也同样发现这种
“

转移
”

不稳定性
.

但

叩
l

。

J Z

、

广。 : i

艺
0 自

_ _

一_
_ 、 _ _

一
_

_ 当
n l n 只

尸二 8 0 0
,
。 = 0

.

2 1 0

图5 三维签本徽式的增长率随横向波数的变化

是A < 。
.

06 时不存在这种现象
.

应 当指出文献

〔4 」的数值模拟未发现这种现象
.

如图 5 所示三维波的空间增长率达到最大

值之后其增长率曲线出现 了分叉现象
.

一般讲

分叉出现在初始K H 波幅值 A 》0
.

06 之后
.

这

一分支显示出三维波在更大波数范围的不稳定

性
.

这一现象表明
,

除 了大尺度流向涡之外还

存在广 泛的不稳定小尺度结构
,

即在向下游传

播的过程中各种尺度的涡都可 能演化成小尺度

结构
.

因此基本共振模式是大尺度结构向小尺

度结构过渡 的内在机制
.

四
、

结 论

本文按准平行流的二次稳定性理论研究自由剪切层周期性基本流的不稳定性
,

发现三维

亚谐扰动对横向波数有很强的选择性
,

且 二维亚谐波的空 间增长率最大
,

表明二维亚楷波占

主导地位
.

基本共振模式的三维扰动在很大的波数范围内存在不稳定性
.

最 不稳定波的波长

与实验吻合
.

同时我们还发现基本模式的分叉现象
.

不稳定波的另一分支显示出更大范围的

不稳定性
.

它说明同时存在很 多具有不同尺度 的不稳定涡
,

这正是湍流多尺度的特征
.

这是

一种从三维大尺度结构到复杂的湍流小尺度结构的一种可能的过渡机制
.

数值结果也表明
,

大于一定雷诺数之后二次失稳扰动和K H 波一样都属于无粘不稳定性
.
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