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摘 要

本文用泛函分析方法研究了不确定维数系统的变结构控制问题
,

给出了滑动模 态 的 到 达 条

件
、

滑动模态的稳定性条件和变结构控制规律的一般形式
,

初步建立了不确定维 数 系统变结构控

制理论的基本框架
。

关 . 润 变结构控制 滑动模态 不确定维数系统 半内积

、

引 言

有限维系统变结构控制的研究
,

已经有了很
’

二进展 〔. ’,

随着科学技术的发展
,

人们对控

制系统控制精度的要求越来越高
,

许多情况下需要用分布参数对系统描述
,

因此不确定维数

系统变结构控制理论是一个重要研究课题
.

目前这方面的研究已经取得 了初步成果
,

但是除

滑动模态的逼近性条件外
,

变结构控制的其它一些 基本问题还研究得很少 t ‘一”’.

我们这里用

泛函分析为工具
,

在更广的意义下 (在抽象函数空间 )
,

给出了不确定维数系统滑动模态的

到达条件
、

滑动模态的稳定性条件
、

逼近性条件和变结构控制规律 的一般形式
,

从而给出了

不确定维数系统变结构控制理论研究的新方法
.

本文将考虑如千
‘

系统的变结构控制

分= A x + B u
(
x , t) + f (

x , t) (1
.

x)

真中
二〔x

,
B o L (犷

,

x )、L为厂、尤的有界给性算子)
,

厂不; ;x 为线性赋范空臼 , 、是取值于

X 中的闭线性算子
,

其定义域D (刀、在 X : }: 稠密
,

即 D (月 ) 一 X
;
f(x

.

t) 和
“
(x

,

功 分别是取

值于X 和犷中的算子函数
.

二
、

滑 动 方 程

取切换函数为
。
(x )二 C x ,

C〔L (X
,

犷)

为研究滑动模态的需要
,

先给出几个定义和引理

定义 1‘“ ,
对任意班X

, , 〔X
,

定义

(?
.

] )
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,
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[ x
, 夕〕= in f谧, ,

(x ) }, 仲〔X 气夕,
(刀) ~ }{夕, :1

2 = }J, {{
2

}

为x 和 g 的半内积
,

其 中X 爷表示X 的共辘空间
.

定义 2 【
。 ,

引理 1‘
“’

D
一

{Jx (t) }卜 lim s u p
,

一。 几匕 。 ,
们

】】x (t)」卜 {{x (t一 h) }1

h

半内积有下面性质
:

i) }[ x
, 夕] I《 Jlx ]J11, {i

,

11) [ x + a 夕
,

夕] = [ x
,

, ] + a }}, 11
2 ,

111) [ x l+ x : , , 」= [ x , , 夕〕+ [x
: , v ]

引理2 ‘
“’ }!x l!D

一

}{x }}《 [ 分
, x 〕

定理 1 1) 滑动模态存在的充分必要条件为

lim 〔否
, ‘]《0

{}sII , O

ii ) 等价控制可由公(x) = o确定
.

证明 由滑动模态定义和引理2 ,

i) 显然
,

只需证 明

D
一

!】
: = lim

下 - 今 0

S U P
几任 0

}}s (x (t)) }}一 {}
;
(x (t一 h))l!

h

= 1im
下 - 争O

S U P
. 、

L
o , , ]

I}s (x (t )) }一 11; (x (t))一 h古(x (t)) }+
o
(h)

h

因为在S
。
= {x 〔X }; (x )二 o }

_

L
, s

(x )二 o ,

于是得

D
一

l}s (x )}卜。嘴二乡舌= o (x〔S
。

)

这就是说不确定维数系统和有限维系统一样
,

等价控制都可 由奋== o来确定
.

令 奋(x ) = 0 ,

由(1
.

1)得

CA x + C枷 (x
, t)+ C f(x

, t) = 0

如果 (C B )
一 ‘
存在

,

由定理 l的ii)
,

可从(2
.

2 )解得等价控制‘
。

。 . , = 一 (CB )
一 ’C (A x + f(x

, t))

将 (2
.

3 )代入 系统(1
.

1)
,

得等价控制方程

毖= (I一B (C B )
一 ‘C )(月

x + f (x
, t))

记 P = B (CB )
一 ,
C

,

得 分= (I 一P )A x + (I一 P )f(x
, t)

如果尸
,
A可交换

,

(2
.

4 )可简化为

分二A x + (I一尸)f (x
,

t)

这就是理想的滑动模态运动方程
.

本文以下将始终假设尸
,

A是可交换的
.

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

(2
.

5 )

三
、

滑动流形的到达条件

引理 3 若 .{(、, 一 , )
, ,

}!( 不4二
,
; > m a x { o

, 一 。}
, 。。*

,

则有
八 1尸 U

〔A x , x ] ( 一 a llx {1
2

(V x〔D (A ))

其逆也成立
.

证明 〔A x ,

x] 《 一 all xlJ “,

V x 〔刀 (月)= 令 l以I 一 A )x 01}xll 》〔(久I 一 A )x
,

x]

》久{{戈 l
“+ a }}x l}

2 = 井》 (几+ a ) }{x }}《 !}(几I 一A )x }}

特别取 x 二 (几I一 A )
一 ’, ,

得 以+ a ) 11以I 一 A )
一

、}l《 ]l夕11

因为 D (A )在 X 中稠密
,

D (A ) = X
,

所以



不确定维数系统的变结构控制

lI(AI
一 , ,

一 ’

Il< 命
将

_

L面证明倒推
,

即知其逆也成立
.

引理 4 算子尸二 B (CB )
一 ‘
C 有下面性质

i) P
Z
= P

,
P (I一 P ) = o ,

11) p B = B
,

C p = C
,

111) 存在a > o ,

刀) o ,

使得

a llC x .I《IIP x }f《刀IIC x !}

证明 i) 和11 )可 由尸的定义直接推出

111) IIP x l}= i!B (C B )
一 ‘C x ll《 }]B (CB )

一 ’

l! !iC x {{

由11)

取 a

11C x 11= 11CP x 11《 IC }{IIP x }i

一

猫,
,

”一 ,,B ‘CB ,
一

”,即得 “‘,
·

为了导出变结构控制的一般形式
,

我们引入两个记号

(i) 如果。〔犷且【B
“ ,
尸x] < 0 ,

称。
为到达控制

,

记。〔U
,

例如
,

若 [A x , x 〕( 一 a l!x ll
Z , a ) o ,

则 (CB )
一 ‘CA x 〔U

一 ,

因为

[B (CB )
一 ’
C 月x ,

P x ] = [A P x ,

P x ]《一
a JlP x l}

2

(11) 记 s ig n P 二
(CB )

一 ’
C x

l尸xI }
显然 一 si g n 尸〔U

, ,

因为

。
.

一 。 ,

「 一 P x 一 〕
.

一
二

L一刀 s l g n 厂
,

厂 x 」二 l一一不朽 二 ,

尸x l二 一 “厂x l}
L }}f 人 !{ J

定理2 1) 如果取控制
。二挑

。
+ v , v 〔U

, ,

则系统 (1
.

1) 的任一状态都趋向从

11) 若取控制
。 = u , 。一 : s ig n P

, 。> o ,

贝[J系统 (1
.

1 )的任一状态 x (t)经有限时间 T 都到

达S
。,

且

证明

于是

从而

11)

~
_

}}P 久 (t) l{
T 《己二廿议

!

一

i) 由方程 (1
.

1 ) P 分= A P x + P B “ + P f(x
,
t)

= 月P x + B 。。。+ B ”+ P f (
x , t) = B ”

}尸x }刀
一

}}尸xli ( [尸分
,

P刘 ~ [B 。 ,

尸x 〕< o

}尸x } , O ,

!}。(x ) !1, 。, t , ao 时
.

尸分二月尸x + 尸B “+ 尸f(x
,

f)

一月尸x + B u 。。一 。B si g n 尸 + 尸f (
x ,

t) = 一 。si g n 尸

}}尸x }}D
一

}!尸州}( 「尸分
,

尸x 」- 一 。 [B s ig n 尸
,

尸x 」二 一 。 }}尸x }

由此得

定理3

刀
一

IIP xlJ 《 一 。,

T (
}}P x

(t) }}

如果系统 (1
.

1) 含有时滞
,

方程为

毖= 月x + B “ (x
, t) + f (x (r一 h )

, t) (3
.

1)

I}P f(x
, t) !}《L llP x i}

,

则取控制
u = 一 (C B )

一 ‘
CA x 一 (L }IP x l]+ 。

)s ig n P

可使系统 (3
.

1) 的任一状态x( t) 在 有限时间丙到达滑动流形S
。 .

证明 由 (3
.

1) P分= A P x + B u + P f (x (t一 h)
, t)

= A P 、 一 B (CB )
一 ‘
C月x 一 (L }}P x }}+ 。)B : i g n P + P f (x (t一丙)

, t)

二 一 (L IP x l+ s )B s ig n P + Pf (x (t一 h )
, t)
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所以

〔尸分
,
尸 x ] ( 一 L }尸xl 】

2 一 。!}尸xl }+ L }l尸x (t 一 人) }}{P xl 」

〔P 云
,

P x 〕+ L (】}P x !{
“一 }}P x }}}!P x (亡一 h ) 1})( 一 。 }}P x IJ

D
一

11P x l, + L (J.P x i}一 ]JP x (t一 h ) 11)成
。

(3
.

2 )

(3
.

3)

令 一 ;(IIPx
llz +

或
_ .

llPx 闰 llzd
·

)
~ _

. .

一
一

_
. .

一
⋯ L

. .

一
.

、 二 。

一
刀 口 = lII’义 11刀 ”尸 x ll 十玄吸]J厂义 甘)“

‘

一 11厂X 甘一川 }}
‘

)

勺
)j一、〔p ‘

,
p x 〕+ L

(!.
p 二 !}

: - {}P x !{
“+ 1IP 二 (t一 h

2

《 [P 分
,
P x ] + L (11P x 11

2 一 }}P x }}!1P x (t一 h) {I)《一 :
}1P x l} (由 (3

.

2 ))

因此
。 , o ,

}】P x (t) }{, 0 , t, co 时

再由 (3
.

3 )得 D
一

!】尸xlI 《一
。 (当t”OO 时)

,

于是结论得证
.

如果控制是受限的
,

则滑动流形吸引区一般不是全空间
,

而是一个
“

带形
”

区域
.

定理 4 设控制是受限的
,

控制“
的允许集为

U = {。〔V 111
“11《M }

如果 ]l( 对 一 A )
一 ,

11毛一共二 (a > 。,
、> 。)且

乃曰 / 卜 ” 、
,

一
‘ 一 产 ”

决 几斗
·

a 、一厂
一 ’ ‘ .

/ 一 产

~

〔P f (x
, t)

,

P x ] ( 刀{】P x }}
2

则 当刀(
a
时

,

滑动流形吸引区为全空间
,

刀>
a
时

,

滑动流形吸引区为一
“

带形
”

区域 ;

{
X 〔X , ,,尸 x ”‘

-

M

(刀一
a
) {}(CB )

一 ‘
C }{ }

证明 取 “ -
一M s ig n P

}J(C B )
一 ‘
C }{

M !}(CB )
一 ’
C x }}

}}P x !! }}(C B )
一 ’
C }}

M }! (CB )
一 ‘
CP x n

}}P x }}】}(CB )
一 ’
C I}《M

所以
。〔U

,

将。
代入系统 (1

.

1)
,

得

尸分= A尸x + B 。+ 尸f (x
,

t)

= A尸 x 一 M B s ig n P

l}(C B )
一 ‘
C .1

+ P j(x
, t)

〔尸沦
,

尸x 〕《〔A 尸x
,

尸x 〕一
M l!P x }}

1}(CB )
一 ‘
C }}

+ 刀0尸xl {

于是 D
一

}}P x l!《 (刀一
a
)】!P x }}一

显然刀(
a 时滑动模态吸 引区为全空间

,

一
“

带形
”

区域

M
}}(CB )

一 ‘
C l}

当刀>
a 时

,

令上式右端等零得
,

滑动模 态 吸引区为

{
·。x

l
}}尸·}. 、 、刀一

。 , :

鉴
。, 一e }.

}
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四
、

滑动模态的稳定性

_
.

_ _ _
, J ,

_ ⋯
二 J 、

_ _ : _

M
_

。
、

_ 、
、

_
_ ,

、 .

引嫂 知
L
” 右 OL艇 一月)

“

n乓
~

八丁劝丽
, n
户 l , 滩户m a x 1 U , 一 a 全,

则 以 月 为尤男小生放
、几 了

‘

。 )

元可产生一个强连续半群 T (t)
,

}{T (t) }】( M e x P [ 一 a t]

定义3 满足下面条件的函数叨
,

称为 班
一

类函数
,

i) 功 (
·

,
·

)
: R

+ x R
+

, R

11) 存在非负连续函数 p (t)
: p (O)> l ,

使得

功 (t
,

kp (t))《左D
一

p (t) (k ) 0 )

定义4 如果切
1是不

一函数
,

且其中的p (t) 满足h m

并记为田e牙

p (t) 一 0 ,

则称 。 ,
是环

、一 函数
,

记为

功 1〔牙
1 .

例1 功 (t
, p ) = L (t)p (t)和w (t

, r ) = 5 in r
(t)

都是不
一

函数
,

因为我们可取
心

p (‘) 一 2 e x p

[JO
L (

;
)d

·

」
, ·
“)一 e x p 「‘+ 2 1

、(。)> 1 ,
“D

一

。一 “L (, )Ze x p【J
。
L (

·
)d

·

」一
“

,
“。,

r
(o)> l ,

kD
一r
(t) = 人e x P [ t+ 2 ] > s in (寿e x P [ t+ 2〕) = 田 (才

,

寿r
)

例 , 如果 功 1
“

, p )一
L (‘)p (‘)

,

且 {嘿I:
: (

·
)J

一
则叨 1

(t
,

玛是附
1一函数

,

因为我们可取

显然 p (o )) l , p (t) , o (t , “ )

户(‘卜 Z O X p

「丁:
一 L (·)d

·

〕

“D
一

p (‘卜
一 “ZL (‘)一p

〔买
一 L “)d ·

」一
“

,

“p ,

可以看出不
一

函数是比L ip sc h i垅条件更广的一类函数
.

定理5 若存在线性算子A } :

孟一 A + 月
l

使得

i) }. (、‘一 , )一 }}、 *

丰
、

一
、·) 。

,

11) [ (I 一P )f (
x , t)一 A lx , x 〕簇 。 〕

(t
,

证明 由滑动方程(2
.

5 )和引理 3

分二 A x + (I一 P )f(x
, t)

几> 卿

}{xJ }) {!到
, 切 1

〔不
1
则滑动模是渐近稳定的

[毖
, %〕= [河x , x 〕+ [ (I一 P )f (

x , t)一 A lx , x ]

《一 a }lx ]J
Z

+ 田 l (才
,

l]x ]I)Ilx }}《二
, (t

,

ijx {{) l一x 11

所以 D
一

{{x }{( 。 ,
(t

,

{】x 】})
.

因为功
,〔牙

1 ,

]Jx (O) jJ( p (0 )l}x (O) {{
,

由此推知 i{x (t)< p (t) 11‘ (O) !J” O , 才” co

否则
,

存在 tl> o ,

使得 Il
x
(t

l
) 11= p (t

:
)}{x (o )J]

从而有 D
一

}】x (t
l
) 11( 。

,

(才1
,

1{x 。l) {{) = 二 } (t〕
, p (t l) {Ix (o ) {)

( {{x (O) {ID
一

p (了
: ) = D

一

(p (t
l) {{x (0 ) {})

这显然与 i{x (o ){{< p (o ) {lx (0 ) 11且 {{x (t
l ) {一‘ p (t , ) {{x (0 )JJ矛盾

,

因此

(4
.

1)
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l}X (t)}}《 p (t)朋x (o )}}” o , t, 00
.

定理6 若存在线性算子A : ,

使得

‘) ]]( “一 , )一 Il<
谕

,

今
0 ,

o>0
,

, 一“

+Al
11) 】}(I 一 P )f (x

, t)一 A : X }}《 】g (t) }】}二 }}

:J:
‘。(r) ‘“

·

、<a

则滑动模态是渐近稳定的
.

证明 由引理 5 ,

又可 产生一个强连续半群T (t)
: IIT (t) 11《e x P[ 一at 〕

,

利用 T (t) 解滑动

方程得 X (, )一 T (, )X (。) +

J:
T (‘一) (‘一 p ), (X (

·
)

, ·
)d

· ,

, (X
, , )一 , (X

, , )一 A l·

}X (, ) :、 }:T (, )}}
(
!}二(。) : +

J:
IT (一) }日。(

·
) }},x (

·
) !}d

·

)
、e x p (一

, )(}
}x (。)l+

炙
e x p (。

·
) }。(

·
)}。x (

·
)。d

·

)

e x P (
a t )l】x (t) }{《 朋x (o )}}

由G r o n w all引理
,

得

+

丈
e x p (a

·
) !。(

·
, ‘,,x ‘

·
, “d

·

e x p (
·才) .}

·
(‘) :、 !}X (。){}。X p(又

}。(
·
)}d

·

)
、 IX (。)lo x p (‘, )

所以 }!x 。) }}《 }lx (o ) !}e x P走一 (a 一占)t l” 0 , t”00
.

推论 i) 若 }! (、I一 , )
一 ‘一《 万二

片
, 。> 。,

; > 。,

且 一11 (x
, ,) l一却 l二lx

,

刀(, 一尸)< a

几门尸 u

则滑动模态是渐近稳定的
.

ii ) 在 i) 的条件下
,

时滞系统 (3
.

1) 的滑动模态也是渐近稳定的
.

证明 由引理3

[毖
, x ] = [A 二 , x ] + [ (I 一 P )f (x (t一 h)

, t)
, x 〕

《一 a 】lx l}
“+ 刀}}(I一 P )l】】{x (t一 h)jll}x }}

〔毖
, x ] + 刀{}I一 P }}(1!x }}

“一 }}x (t一 h) }}}}x 】】)( 一 (a 一刀}】I一 P }})}】
x 】}2

利用定理 3的证明方法
,

令

一杏(
!!X 一+ , }!‘一p }!

买
_ 。 一 (

·
) }{

Zd ·

)
可得 D

一 。
《一 (a 一刀}11 一 P }!) 11x }1

2

< 0

因此
。 , o ,

11x (t) }】” 0 , t” co
.

在 仁述证明中取h = o可得i) 的证明
.

五
、

滑动模态的逼近性条件

由于执行机构的延时
,

间隙和建模误差
,

理想的滑动运动是难以实现的
,

模态有其实际意义
,

必须满足下面的逼近性条件

lim x 。(t) = x .
(t)

因此要使滑动

(5
.

1 )

这里x4 (约表示系统(1
.

1) 限制在 S 。= {x 任X }l“(劝 1j《升 内的解
, x 苦 (t) 表示理想的滑动模态

.
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定理 7 若 ll( 对 一 A )
一 ‘
( 了共

,

、> m a x {。
, 一 。 }

人 , . “

}{j (
二 , , t)一 j (x

: ,
t)JJ《 {夕(t) }J{x ; 一 x : {{

,

任意 x l , x :
〔X

这里 }川t) }可积
,

则滑动模态逼近性条件(5
.

1) 在任意有限区间〔0
,

T 〕上一致成立
.

证明 由系统 (1
.

1)
,

得

P 宕。= 月P x 。+ B 。
(
x 。 , t)+ P f (x

。 , t)

将 (1
.

1) 与 (5
.

2 )两式相减
,

得

(I一 P )分
。= (I 一 P )A x 。+ (I 一P )f(

x 。 , t)

因为 P 云朴 = 尸沪 = 0 ,

滑动方程可写为

(I一 P )云
朴 = 且(I 一P )+ (I 一 P )f (

x 气 t)

将 (5
.

3 )
,

(5
.

4 )两式相减
,

并记至= x 。一沪
,

得

(I一 P )岁= A (I 一尸)示+ (I 一 P )(f (
x 。 , t) 一f (

x 气 t))

解 (5
.

5 )可得

示(t)一 P 牙(t) = T (t )(I一 P ) , (o )

(5
.

2 )

(5
.

3 )

(5
.

4 )

(5
.

5 )

+

买
T (‘一 ) (‘一 p , ‘f‘X

‘ (· ,
, · ,

一了(x
.
(
r
)

, 1 ))d
:

}}, (‘) }!、 }}p , (‘) !!+ {{T (‘) }{
(
l(I 一p ) , (。) ,!

+

买
{.T (一 ) : ,}(‘一尸) {卜}}。(·) . }}X 。(·)

一
(·) !{、·

)
《e x P(一 a t) (e x P (a t )】}P 分(t)】】+ !{(I 一 P )至(o )】1

+

买
e x p (二) {‘一 尸 l‘。‘·, ‘}, ‘· , ld ·

《 e x p (一
, )
(
。M +

J;
e x p (二 ) !!‘一 尸 }. }。(·) }.}, (·) :、·

)
其中 M = m a x e x P【a r ] + }}I 一 P }}

1 0 , , l

由G r o n w a ll 引理

}. , (, ) }}、“M e x p

J;
.{‘一 p .}{。、·) !{d ·

因此逼近性条件 (5
.

1) 在任意有限区间〔。
,

T 〕卜一致成立
.

如果我们把定理 7中的第二个条件换成

l(I 一 P ) (f (x
、, t)一 f (、

2 , t )) {」《 19 (t ) {}}(I 一 P ) (x l 一 、:
) {4

则证明可 以
一

少:为简化
.

事实上
,

由 (5
.

5 )
,

(5
.

6 )
,

有

[ (I 一尸)岁
,

(I一尸)牙〕= 〔A (I一尸)牙
,

(I 一尸), ]

+ 〔(I 一P ((f (
x 。 ,

t)一 f (
x 气 t)

,

(I 一P )牙〕

《一 a 11(I一 P )至}{
“
+ }g (t) J}J(I 一P )示]1

2

D
一

0(I 一P )毖l《 咬I夕(t) I一
a ]{ij(I 一 P )恋{{

丈5
.

6 )
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如果取切 (t
, p ) = (}夕(t ) !一

a 、p
,

由例 l , : 。〔不
,

利用定理 5 11) 中 的 方 法
,

存 在 连 续函数

p (t )
,

使得

11(I 一 P )示(才) {}《 p (t) {{(I 一 P )示(o ) ]{《2乙户 (t)

因为p (t) 在任意有限区jRJ 【o
,

T 」
_

}:有 界
,

所以

lim 11云弋t )
,;《 lim ({{P 厉 (l) {}+ {{(I 一 P 、厉 (才) {{) 二 、。

d es ) 0 d es ) 0

1im % ‘ (t) = 久爷气t)
J 一) O

在任意有限区间 〔0
,

T ]上一致成立
.
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