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摘 要

本文在文献【1
,

2〕的基础上
,

进一步研究了富里叶级数在求解板壳大挠度问题 中 的 应 用
.

文

中导出了简支边界条件下正交异性矩底双曲扁壳大挠度微分方程组
1
口解析解

.

这个解可通用 于 板

与壳
、

大挠度与小挠度
、

各向同性与正交异性在直角坐标下的多种情况
.

其数值结果与实验 数 据

和其它解法结果相吻合
。

关扭词 扁壳 大挠度微分方程组 解析解 数值结果

一
、

引 言

众所周知
,

欲求板壳大挠度微分方程组的解析解是很困难的
,

其原 因是方程组中非线性

项难于处理
.

由于板壳结构在工程上有着广 泛的应用
,

人们通常只得用近似方法去解决这类

问题
.

虽然常采用的近似逼近方法各异
,

但它们绝大多数最终都要利用伽辽金法去确定所设

挠曲函数和应力函数中的待定系数
.

因用逼近方法所设级数只能取有限项
,

显然近似性在所

难免
.

实践表明
,

即使只取几项
,

在求解迭代过程中确定待定系数的推算量仍是很大且须用手

工
.

并且
,

每迭代一个循环
,

就要用到伽辽金法一次
,

既累积了近似
,

又要逐轮解多维代数

方程组
,

还要求所设函数严格满足全部边界条件
,

其结呆
,

必然是解的精度不高
,

求解效率

低下
.

更有
,

近似解法难以精确地反映物理量之间的关系
,

影响了板壳理论自身的发展和完

善
.

因此
,

探索板壳大挠度问题的解析解无论从理论上还是从工程应用上 都 有 着 重要的意

义
.

二
、

微分方程组解析解的导出

2
.

飞 方程组及边界条件的无最纲 化

文献 〔3 〕给出了正交异性矩形底双曲扁壳大挠度微分方程组
,

为了求解方便
,

先对其买

施无量纲化
.

取无量纲量

, 刘人怀推荐
。
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2
.

2 求解函数的设定与方程组线性项的计算

对四边简支块扁壳
,

设挠曲函数二和内力函数功为

功 = E A二 s in , 二乙, in ”二。 (。
, , 二 l , 3 , 5 ,

⋯ (2
.

sa )
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式 中
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.
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,

所设函数田和功满 足边界条件 (2
.
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.
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,
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3 方程组中非线性项的数学处理

在 文献【2
, 4 」的基础上进一步推究

,

处理方程组非线性项的步骤归纳为
:

先将。和功的偏

导数的自乘或互乘的积定义为一个双重富里叶正弦级数
,

然后根据富里叶 级数的乘法性质推

导所设级数的待定系数
,

即设
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式 中 ‘和j为使 2‘士
: 及 z]’ 士:

为奇数的整数
,

求和时
,

遍历 2i 士s , Zj士r
为奇的‘

、

j
.

以下
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.
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类似板的纳维叶解法
,

利用 (2
.

2 3 )和 (2
.

24 )式
,

我们容易求得其挠度和应力
.

很明显
,

如果式中未含有待定系数A 。 , ,

功
。 , ,

大挠度非线性微分方程组的解析解也就找到了
.

正是由

于月 ,
,

功
。 ,

与 a 。 , ,

刀
。 ,

还相互藕合着
,

离散它们还须用到数值方法
,

所以我们只能认为上

述结果是扁壳的类似纳维叶解
.

诚然
,

从 (2
.

23 )
、

(2
.

24 )式中将 月 。 , ,

功
二 ,

离散成显式并非易事
,

但只要注意到这两组

参量之间具有理想的迭代结构
.

解藕问题也就迎刃 而解 r
.

三
、

解的分析与算例

在式 (2
.

2 3) 和 (2
.

2 4 )中
,

主 曲率K ‘
,

K
,

和非线性参量a 。 : ,

刀
。 ,

限定了壳体的几何形状

和挠曲特征
.

变动K ;和 K
,

的值
,

可得到对应 的正变异性矩形板或矩底壳包括柱壳
、

球壳的

解
.

例如
,

令
a 。和刀

。 ,

为零
,

就是解小挠度问题 ; 若令
a 。 , ,

刀
。 , ,

K ‘和 K
,

这四个量全为

零
,

所得结果就是正交异性板的纳维叶解
.

需要指出的是
,

作为控制参量
, a fn , ,

刀
。 ,

必须双

双存在或为零
; K 。,

K
,

可分别取舍
.

鉴于A 。 , ,

必。
,

与 a 。 , ,

刀
。 ,

之间具有理想的迭代结构
,

应用相互迭代法求取它们的值将

十分简便
.

比方
,

可令 (2
.

2 3 )式中的 a 二 , ,

刀
。 ,

同时为零
,

得 出的 A 。 , ,

功。
,

就是小挠度间题

的纳维叶形式解 , 再把这对A 。 。 ,

功
。 。

作为迭代初值代入到式 (2
.

24 )
,

得到大挠度问题的求

解迭代初值
a
孟

二 ,

刀孟
: , 以此回代

,

又可得到 月孟
, ,

功孟
二

如此循环下去
,

直到A 。 , ,

功
。 。

前后

两次迭代的结果足够接近为止
.

很明显
,

这样处理既简便又易获得较高的计算精度
.

作为文中方法的应用
,

我们取一边长
a = b = 13 5 m m

,

厚度h = 2
.

2 m m
、

主
,

曲率半径R I =

4 0 0 m m
、

R
: = 2 5 o m m

、

泊 松 比 v l 二 。
.

2 6 6
、

v Z = 。
.

1 9 :
、

弹 性 模 量 E
Z = 1

.

ZG P a
、

G : 2
=

o
.

SG P a 的正交异性材料矩形底双曲块壳模型
,

将其数据输入到 由式 ‘2
.

5 )
、

(2
.

2 3 )
、

(2
.

2 4 )编

成 的程序进行电算
,

当输入不同的载荷Z 时
,

可得到一组对应的法向位移
.

当Z 加大到 4 咤so oP a

时
,

迭代不再收敛
,

这说明位移出现跳跃
,

壳 已失稳
.

为 了 找 出临界 载 荷
,

可 缩 小 最 后

一次的载荷增量去试算
,

结果
,

在 Z 二 4 0 0 。。P a 时
,

迭代重新收敛
,

这时对应 的位移值历 -
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2
.

15 m m
,

可 以确定这就是临界载荷
.

对模型壳模拟与 卜计算相同的简支边界条件
,

施加法向均布的气压载荷并逐步增大
,

又

可由实验测得一组对应的载荷挠度值
.

当载荷增加到 4 2 0 0 0 P a 时
,

壳的中部迅 速 凸 起
,

位

移成倍增加
,

模型壳失稳明显
.

当卸载 % 。P a ,

凸起的变形消 失
,

这 时 测 得 挠 度 值 切 =

2
.

3 0 m m
。

为了将本文的方法与其它方法加以比较
,

我们用逐步逼近法复算了上例
.

令(2
.

2 a) 式中

的功为零
,

解出
,

再将功
, 代入到式 (2

.

2 b)
,

解出功
, ,

然后回式
,

如此循环下去
,

直到达到一

定的精度
.

这种方法推算过程繁冗且越后收敛越慢
,

木例是经过 9次循环迭代的结果
.

三种方法的结果汇集于表 1

挠度与临界级荷

荷Z (Pa )

,

本文方法

一 逼近方法

{
实验方法
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0
.
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.

00

_
_ _

_ 一_ _ _
_

_ _ _一

0
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5 5 一 1
.

1 2
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4 5
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0
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9 5

3 9 2 00
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2
.

1 0 {

1
.

70

1
.

50

2
.

3 0

2
.

0 5

临界载荷

4 0000(P
a
)

未能确定

4 1 02 0(Pa
)

挠度一W

三组数据的载荷挠度曲线如图 1
.

92ot940096Q0980U
。

可 以看出
,

三组结果基才、
_

i
_

是一致
.

的实验值小于本文方法理论值的主要原 因是实验边

界条件难 以准确地模拟
.

为使加压能进行
,

必须采用边界密封结构
,

不让气压泄漏
.

这种密

封结构对简支边界条件的实现多少是有影响
.

的逐步逼近法收敛较慢
,

所取级数的计算项数

和迭代轮数的多少对结果的精度有直接的影 响
.

本例 m , 。 和迭代轮数取得不够多是其结果

大于本文方法结果的原因之一 用逐 步逼近法确定临界载荷须经过足够的迭代
,

一旦发现挠

度的符号发生变化
,

就可确定符号转 变对应的载荷为临界载荷
.

因手工计算的效率低和该法

推算量大
,

收敛慢的缘故
,

逼近法的临界载荷未能 给出
.

四
、

结 论

用本文提出的方法求解文献〔4
、

5 〕中的有关算例
,

可得到与其一致的结果
.

由于该方法

在整个求解过程中没有用到伽辽金法和其它近似方法
,

这无疑提高了解 的精确度
.

更为明显
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的是
,

本文方法将大挠度问题的解析解推导成明确的表达式
,

简化了再求解的过程
,

使求解

和结果分析易于实现自动化
.

在四边简支的边界条件下
,

无论计算对象是板还是壳
,

是各向

性还是正交异性
,

是大挠度还是小挠度
,

均可通过变动有关参量
,

用电算获得其相应的解
,

不需再逐例从头推算
.

这种通用性显然为工程上板壳问题的求解提供了十分简便和有效的途

〔2 ]

[ 3 ]
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