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摘 要

文章利用 S t r o h 法及映射法研究了沿抛物线口分布的各向异性曲线裂纹问题
,

获得了有关的

应力及位移场
.

这种解不仅适用于平面问题
,

而且也适用于反平面变形或两者偶合的情形
.

对于单

曲边裂纹和双曲边裂纹问题
,

文章还获得了它们的应力和位移场的封闭解
,

并求得了相应的 应 力

强度因子及裂纹面上的张开位移
.

关妞词 特征值 裂纹 应力强度因子

一
、

引 言

工程中的实际结构 汉 多存在空孔
、

裂 纹或夹杂
,

这些缺陷的存在会引起极大的应力集中

现象
,

过去许 多学者都研究过这种问题
二‘一 日二.

通常
,

对于各向同性平面 问题
,

利用 A ir y应

力函数法可以较方便地确定介质 中的应力应 变场
,

求得缺陷周围的应力集中因子或应力强度

因子
, 7 , “, ; 但对于各向异性问题

,

情况就复杂多了
,

因此必须寻找新的研究方法
,

这方面最

早的工作可见E s h el b y 等 二“〕和 L e k h ni ts ki i等 砚的文章
,

他们根据平面变形的特征
,

通过特

征值法确定了各向异性平面问题的一 般解
.

19 5 8年至 19 6 2年间S七r o h 〔‘ , ’。〕
将他们的方法做了

系统的整理和推广
,

由于S tr o h法能 给出二维变形问题的简洁明了的表示式
,

所以 目前已被

广泛地应用到各向异性问题的研究 中
.

C
.

H w u 等
, ’, ”二曾利用该方法研究了各向异性直裂纹

问题
,

求得了工程设计所必须的力学参数
.

通常介质 中裂 纹的形状和方向都是任意的
,

为了准确描述裂纹的 行为
,

对曲线裂纹的研

究也是必要的
.

本文首先通过S七r o h法及保角变换法获得沿抛物线分布的多曲线裂纹的一般

解
,

然后 由给定的表示式出发
,

求解两种特殊的曲线裂纹问题
,

即单曲线裂纹和双曲线裂纹

问题
,

并确定它们的断裂参数
—

应 力强度因子和裂纹面张开位移
.

二
、

一 般 解

考虑在无限大各向异性弹性介质中
,

存在一组沿抛物线习分布的曲线裂 纹
,

在无限远处

受均布荷载作用 (图 la) 设第j个裂纹弧在复平面
z = x , + ix :

上 x l轴的投影区间为

a , 《x ,
( b , ,

(j= 1 , 2 ,

⋯
, n
) (2

.

1 )

其中

1 0 7
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一 ao < 。 l< b ; < a :

< b
:

<

n是裂纹数目
.

利用M u s k h e lish v ili 的解答及

解答

⋯ < a 。

< b
,

< co (2
.

2 )

s tr o h 万法
,

C
.

H w u ‘。二
求得 了各向异性共线裂纹的

一
Z R ·

{鑫
一 ,

·

(二 )
}

,

, 一 R 。

{鑫
“
·

,
·

(二 )
} (2

.

3 )

a 。1二 一功
‘, : , a ‘: 二功

‘, ;

(2
.

4 )

其中

、.t.少..产

.山X口P+X一一口
Z

f
.

(
Z 。

卜介
·

(
Z 。

)/ X ‘
Z 。

)山
。
+ C、

P
。

(
z 。

) = C。二 : + C lz 二
一 ‘+ ⋯ + C

.

X (
: 。

) = 11 }
一 ,
(
z 。一 a

; )
‘/ 2

(
z 。
一 b ; )

C
,

C
。,

C l ,
⋯

,
C

。

是任意实常数

(2
.

5 )

(a {
,

bl)(j = l , 2 ,
⋯

, ,
)是裂纹区伺

其中
,

R e表示取实部
, 。和功是 (。, ,

必
‘, ‘一 1 , 2 , 3 )的三维矢量

,

它们分别代表位移和应力矢量

(“‘
,

伪, ,

咖分别为位移
、

应力和应力函数 ); p
。 , a = l , 2 , 3是 由弹性系数 岛

, 。气所确定的具有

正虚部的特征值
“〕; a 。

及 b
。

是 与P
。

相对应的特征矢量
,

应该注意的是
,

〔3] 所给出的结果是

在 p
。

(a = 1 , 2 , 3 ) 互不相等的条件下得到的
,

不过它们同样适用半单纯退化材 料
二‘ , 6 二 (见图

l(b ))
.

、、\\\夕了了
川 配卫口二b主 a盆b认

(a ) 抛物线曲边裂纹 (b ) 共线裂纹

映射 函数

“
: )一旦 1 + 4 fa z 一 l

Zia (2
.

6 )

将图 1 (a) 所示的抛物线从 一 a
对 (a > 0) 映射成x1 轴

.

对于 各向异性问题
,

存在三个 8 七r o h复

变量 : 。

= x 、+ Pa x Z

(a 一 1 , 2 , 3 )加上一个物理变量
“ 一 xl + ‘从

.

因此必须寻找三个附加的各向

异性映射 z 。

(亡
。

)
,

它将每个抛物线上的点za 映射成xl 轴上的对应点 雪= 如
,

参照 (2
.

6 )
,

可以

选择映射
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亡
。

(
z 。

)二
斌丁千而不汀 一 1

Za P
a

它们正好符合要求
.

在
a不是很大的情形下

所示的裂纹的一般解也可写成

(a = l , 2 , 3 ) (2
.

7 )

(即抛物线口的焦点不很靠近抛物线 口)
,

图 1 (a)

一
R ·

{户
一,

。

(二 )
}

,

, 一R ·

{启
“
·

,
。

‘一 ,} (2
.

8 )

几犷比

其中

沪
。

(z
。

) =

X (雪
。

) =

刀和夕是任意常数
.

。 十 ,
(雪

。

)/ X (雪
。

)d 亡
。
+ 刀雪

。
+ 护乙尝

(2
.

9 )
(乙

。 一 a , )‘
沪“

(亡
。

一 b , )
’/ 2 }

三
、

沿。的单曲线裂纹

研究弹性介质中的单个裂纹问题对分析结构的稳定性具有很重要的意义
,

假设在口上从

(a
: , a
吐 )到 (b

: , a
公 )点间有一曲线裂纹

,

因为线性关系
,

所以可 以利用叠加原理
,

图 l(a) 解

可表为一无损介质中的均匀场加上一个修正
,

均匀应力状态为

t护= (a n
, a r

: , a 护s)
, , t君= (a 介

, a 刃
: , 。穿s ),

(3
.

1 )

其中右上标 T表示转置
,

因此对应的修正解的边界条件为

‘一诱一踌
, ·

一
c o s ”“ + s‘n e‘r 沿着裂 纹表面 下

伪 , ”O 在无限远处
,
口见图 1 (a )

(3
.

2 )

式 中t. 为裂纹面上的表面力
, n
是口的法向矢量

, t。与诱
, 。之间的相等性可参见 S tr o h 〔4 〕

, m

是口的切向矢量
.

因此从 (2
.

5) 可得到单个曲边裂纹的一般解为

u = 2艺 R e {A功,
(亡)口, }

,

功= ZE R e {B劝, (雪)g
, } (3

.

3 )

其 中

A 二 (
a l , a : , a 3

)
,

B = (b
l ,
b

Z ,
b
。

)

少 ,
(亡)。 d ia g {势, (亡l)

,

功, (亡
,

)
,

, ,
(。

3

)}
,

、, 一 ,
, 2 , 3 )} (3

.

4 )

‘1

“ , 一 “卜斤裔d’a

‘
2

‘,o) 一氛 一

几备
“如

姚
·

, 一

丁端
“‘

(a ~ l , 2 , 3 ) (3
.

5 )

X (亡
。

) = (雪
。

一 a ;
)
’/ 2

(乙
。

一 b
,

)
’/ “

勺
,

j= 1 , 2 , 3是三维矢量
,

它由边界条件 (3
.

2 )确定
,

沿裂纹表面
,

X (乙
。

)的值为

X (亡
。

)一士‘X
。

(x
,
)

,

X
。

(
x l) = 澎 (x

, 一 a l)(b
, 一 x l

)
, a ,

《x ,
《b ,

将复矢量q, 分解成

(3
.

6 )
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g , . A
一 1夕, + B

一i h,

式中
, g , 及h, 为实矢量

,

引入下列恒等式
〔. ’

B A
一 l == iM

,
AB

一 1 == 一 iM
一‘

M为一阻抗矩阵
,

它满足

M 二H
一’
(I+ 15 ) . (I一 is f

)H
一‘

M
· , 一L

一 ,
(I + ‘夕,

)二 (I一‘夕)L
一’

(3
.

7)

(3
.

8)

} (3
.

9 )

S
,

H
,

乙为三维实矩阵
,

它们由弹性系数岛 , , :
确定

一

“二,

将方程 (3
.

3 )、 (3
.

9 ) 代入 (3
.

2 )
,

就有

g 丈== g : = 9 5 = 0 ,

因为位移在裂纹尖端 (a
: ,

“1一

合
。 , :

,

“:

一音
‘:

(3
.

1 0)

a a全)和 (b
, , a b乏)是单值的

,

即

二
}
(
。: , 。。

: ,

一 1
。
。: , 。。

: 。
,

二
!
。。

: , 。。: 。一 !
。。

: , 。。:

式中右上标+ 和 一分别表示裂纹面上
、

下的量
,

(3
.

1 1) 可改写成

(3
.

1 1 )

[“
+ 一 u 一

1
(石i

, 。b老)

(o : . 。。
尝)

= O (3
.

12 )

利用方程 (3
.

3 )
、

(3
.

6 )及 (3
.

7 )
,

并代入 (3
.

10 )的结果
,

(3
.

22 )成为

2

补
。

{
“〔梦 , 一 尹了 (6

: , 。‘老)

(
a , , 。。

老)

。一

}
”, 一 。

(3
.

13 )

其中

【梦才一 梦蔺〕{黑:

嘿{:
!套云

一
万

C
一

2f

亡

下只l一刁
x 1

1

人
。气X 一)

【梦言一 梦万 一芝l一血
,
I

人
。
叹X I)

(3
.

14 )

【梦言一岁了

.

rb
l 1

.
,

= Zt l 一丽一万
~

二一 d X ll
J .

_

了、 n 吸X I J
“ 1 一 、 一 ,

应用 (3
.

1 0 )及 (3
.

h
。 二

13 )
,

将有

扭嘴
、

杀
1
, dx

l‘; 一

仁
见
局

(3
.

15 )

、wel、尹

j
飞‘.J

O2孟‘
d.二Xd

rb
一 1

拌 = l一v - 了刃下一d xi
J a i

八
o 气人 1 )

将(3
.

1 0) 及 (3
.

15 )所确定的 g , 与h,
代入 (3

.

3 )及 (3
.

5 )
,

就得到了单个裂纹的位移及应 力场
.

四
、

沿O存在双裂纹

双裂纹的研究对理解弹性介质中裂纹之 间的相互影响是有意义的
,

通过上面 同 样 的 步

骤
,
可得到修正解的边界条件为

‘一功
, 。

一
‘是“0 5夕+ ‘r“, n 口 沿。 下

伪 , , o 在无限远处
沪

由(2
.

5) 知
,
它的一般解形式为

(4
.

1)



沿抛物线分布的各向异性曲线裂纹问题

。 ~ 2 艺 R e {月R ,
(亡)切

了}
,

必= 2 乙 R e {B R , (乙)功 , }
夕一 l 夕

二 1

(4
.

2 )

式中

一 (:
。

卜“, 一

J儡
、

一

d“
。

。 (c.) 一 : 一

于澡
。

) “。

rs(’. 卜I箭劫少
r.( ,o) 一

{了七)
一

“‘

(4
.

3 )

、............气
尹‘.....巨.......,

R ,
(雪)= d ia g {勺 (乙

1
)

, r ,
(止

:

)
, r ,

(亡
3

)}
,

(j = 1 , 2 , 3 , 4 )

、,夕了

4
.

左‘
产.、

X (亡
。

)二 {(雪
。
一a l

)(乙
。一 a :

)(亡
。 一 b ; )(雪

。

一 b
:

)}
’/ “

, , (j = 1 , 2 , 3 ,

约是三维待定矢量
,

它由边界条件 (遴
.

1) 确定
.

X (亡
。

) = 干iX
。

(x l
)

, a ,
《x l

( b】或 a Z

( x l
《b

: ,

X
。

(x
l
) = 斌(x

, 一 a ,
)(b

, 一 x t
)(

a Z
一 x l )(b

。一 x l)
,

x
。

(x
;
)二 一 斌 (x , 一 a ;

)(x
, 一 b :

)(x
l一 a :

)(6
2 一 x ,

)
,

将功
,
分解成

二 , = A
一 ‘s , + B

一 ‘t , , ,

(j= 1 , 2 , 3 , 4 )
5 5及” ,

是实矢量
,

将 (4
.

2 )” (4
.

6 )及 (3
.

8 )
、

(3
.

9 )代入 (4
.

1 )
,

s : = : : = s :
= s‘= o , ” 1 = a t了/ 2

, ”:
= 一 t井/ 2

利用位移在裂纹尖端 (
a , , a a

二)和 (b
, , a b蕊)(拼= 1 , 2 )的单值性有

拘 一 0 七

a ;
( x ,

《b

(4
.

5 )
a :

《x l
《b

Z }

、、

八匕
.

左‘
‘矛.、

得

(4
.

7 )

2

云
R e

{
, 「* , 一 * : 〕

}
了‘ 1

(6
, , 。‘二

(
a , , 。。

二:
B

一 ‘

}一
“,

‘“一 ‘, 2’
(4

.

5 )

两个未知参数
。 3

及v’可用方程(4
.

10) 确定
,

即

。。

= (
a 久:t r一 久

: t了)/ ZD
, v ‘= (a几

: ‘r一几
; *梦、/ ZD (4

.

9 )

其 中

、
11
!
、

⋯
jXXXXXddddd

。一

C城谕
) 、一

亡
一

*
满

一

dx
l一

亡端
1
, dxl 亡、恙

-

x ;

X
。

(x
飞
)

x :

X
。

(x
,

)

X 1

X
。

(x
l
)

b Z I

a :

X
。

(x
l
)

b : l

a :

X
。

(x
l
)

r b i

d xl 一 }
_

J (忍1

一

谕
、dx 亡

了
众、dx 狡

x {

X
。

(x
l
)

(4
.

1 0 )

,.
一xl)X一武一

X

r b i

d x : 一 }
_

J U l

l
‘户...J

万Xdd

瓜一

亡
凡一

J:ll
一

dx
l

丁抓杀
, , dx

l一

丁::
一

,

瓜
, dx

l

丁::
、一

亡
一

试下知
一

dx] 亡
二

杀
, , ,lx

」一

亡X
。

(x
,

)

rb :

d x ;

!
_

护 U Z

戚谕
) dxl

城认下
“‘

1

将(4
.

6 )、 (4
.

10) 代入 (4
.

2 )及 (4
.

3 )
,

就得到双裂纹的弹性场
.
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五
、

断 裂 参 数

断裂力学中两个很重要的参数就是应 力强度因子 K 和裂纹张开位移△
。

(图 2 (b ))
,

应力

强度因子K 的定义为

J
’

I x :

(a ) 曲边裂纹 (b) 直线裂纹

圈 2

K = (K
, ,

K
: ,

K ,
)

, = lim 斌
~

公而 (a
, : , a : : , a : 。

)
, = lim 以

f es ) 0

e l ~ 0

厄牙石价
r 一) 0

e 护= O

(5
.

1)

而对千图2a 示的曲线裂纹
,

我们定义裂纹尖端
a , 或b , 的应力强度因子为

K = (K
: ,

K
: ,

K
,
)

, = lim
(劣

, , a , 或今,
材云开;必

, 。

、
(5

.

2 )

夕一 X l 在乙
。
= 内

在亡
。

= bj
(a = 1 , 2 , 3 )

l一 b ,
(5

.

3 )
声J�
�

一一
r

裂纹张开位移△
。
为

△。 = 。 (雪
, o +

) 一
u (雪

, o 一

)
, a ,

《 x l
《b ,

( 5
.

4 )

(5
.

1) 中
,

(
r ,

0
‘

)为裂 纹尖端的局部坐标系
,

其原点在裂 纹尖端
,

方向 口 = o 与 裂 纹面方向

相反 ( 图Z b)
,

( 5
.

4 )中
,

(亡
, 。土 )代表裂纹面沿口的上

、

下表面
,

亡见 ( 2
.

6 )
.

注意到应力强度因子K 或 (K
: ,

K
, ,

K
, ) 表示应力奇异性的强 度

,

在均匀介质 中
,

K
: ,

K
: ,

K
:
分别是张开型 I

,

剪切型 I 及撕开型 l 的应 力强度因子
.

( i ) 沿口的单一裂 纹

将方程 ( 3
.

4 )
、

(3
.

5 )
、

( 3
.

1 1 )及 ( 3
.

1 5 )代入 ( 5
.

2 )
,

则

‘一 (士 )了二蔽命派苹扁不!
·

仔J:: 潇汗
d xl 一 : 如

.

1 1 r bl x l ,

、
.

_

十吸z 。一
一

万 !
一

亏 了 又一 a xl , 甘苍
\ 拼 J a i

人
o Lx l ) /

(5
.

5)

式中
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一十r之t
一一+一

在 乙= al

在 雪= bl

在雪二 a ,

在亡= b l
(5

.

6 )

a
口
D

夕.弓几

一一Z

X
。
(丫

:
)见 (3

.

e)
。

由 (5
.

5 )我们发现
,

K 与材料的弹性性质无关
,

面上作用平衡力系(3
.
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