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摘 要

本文提出了 Z一M一P N空间的概念
.

在概率度量空间中我们得到 了若干新均不动点定理
。

同时
.

一些著名的不动点定理在概率度量空间中得到了推广
,

诸如
:

S o h a u de r 不动点 定 理
、

郭大钧不

动点定理和 P e t r ys h y n 不动点定理被推广到 M 一P N 空间
; A lt m a n 不动点定理被 推广到 Z -

M一P N空间
.

关盆词 拓扑度 概率度量空间 算子 紧连续算子 Z一M 一P N 空间

设R 表示一切实数之集合
,

R
+

表示一切非负实数的集合
.

映象f
,
R ” R

+

称为分布函数
,

如果它是非减的
,

左连续的
,

又满足
:

in f f (t) = o , s u p f (t) = 1

用夕表示一切分布函数的集合
.

本文假定卜模△是连续的
.

定义 1t ‘’
M e n g e r 概率线性赋范空间 (E

,

F
,

△)( 简称为M
一

P N 空间 )
,

其中 E 是

一实线性空间
,

映象F
:
E , 多 (我们记分布函数F (x) 为f

: ,

又f
二

(t) 表示f
二

在亡〔R 的值 ) 并

且了
。 , x 〔E 满足下面的条件

:

(P N
一 l) f

,

(o )= O,

(P N
一2 ) f

二

(t ) = H (‘)
,

V t任R
,

当且仅当x = o ,

(P N
一 3 ) 对任一实数a 斧 。,

f
。。

(t )一 f
:

(t/ }a }),

(P N
一

4 ) 对任意的 x , , 〔E
, t工, t :

〔R
,

若 f
二

(t l
) = l ,

f
,

(t :

) = l ,

则 有
:

f
二 + ,

(t , + t :
)

(P N
一 5 ) 对任意的x , , 〔E 及一切的tl, t : 〔R

+

有f
, + ,

(tl + t :
)> △(f

二

(t l
)

,

f
,

(tZ

))
.

下面证明M
一

P N 空间中新的不动点定理
.

引理 1【” 设D 是一个M
一

P N 空 间(E
,

F
,
A ) 的开子集

,

且△(才
, t) > t ,

V t〔[ o , 一]
,

假设

E 是 无限维的
,

T : D‘E 是一个紧连续算子
,

同时满足如下条件
:

( i ) 0 诺 T (口D );

(11 ) T % 年 a Zx ,

V a 〔(o , 一〕
, x 〔d D

.

.
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那么 D e g (I 一 T
,

D
,

0) ~ 0
.

定理 1 设D 是一个M
一

P N 空 间 (E
,

F
,

△)的一个开子集
,

且 么。
,

t) > t ,

V 眨〔0
, 1」

,

又

设E 是无限维的
,

T
:

D 、 E 是一个紧连续算子
,

O任D 间时 V x 任d 刀
, 义午 T x ,

f
, 二

川 ( j
。 :

(才)
,

V 才> 。, a 〔(O
,

1〕
.

那么 D e g (I 一 T
,

D
,

口)二 。
.

证明 由已知条件 V 二〔d D
,

f
: :

(t) 簇f
。 :

(t)
,

V t> 。可 知 0 磋T 归D )和T x 牛扩、 ,

V a 〔

(o , l】
.

事实上
,

‘

厂
1
“

假设 0任T 润D )
,

则存在介印D
,

使得了
‘

(介)
一

0
,

即 V : > 。,
几> 。,

日N > 。,

当

n > N 时
,

f T x 。

(习> 1一几
.

J产
.

乡产

又因为f
a x ,

(
。) > f介

,

(
:
)> l一 几

.

所 以
a 场

一
O

,

从而介
一

0
,

因 为 口刀 闭 (关 于了
闭 )

,

所以 0〔口D
,

矛盾于贬D
.

因此乡班丁 沪D )
.

2
“

假设存在x0 任口D
,

使得 T x 。
= a Z、。 ,

则 a 今 1 ,
(否则 a ~ 1 ,

即有T x 。二 x 。 , x 。
〔口D 与

已知 的条件T x 斗 x ,

V x 任口D 相矛盾)
.

所以 a 任(0 , 飞)
,

于是
:

‘了一 (‘’一‘一“’一‘一(仓)
> ‘,

1

一

(云)
一 , 一 (续)

一 f一 (委)
> f : 一

(手)
一 f一(奋)

一 , 二
。

(委)
》fT 一

(J
3

)
一 f一C

3

)
一 f一 (二)

) f : 一

(二)

一‘一(J
落

)
一‘一 (J

S

)
》
一‘一 (

。

二
;

)

》 fT 一

C
·

充
!

)
一‘一(

二
二

1

)
一‘一(刀

> , : ·。

(乒)

因为 1 / a > 1 ,

在fT 二。

(t )》了T , 。

(t /砂 )两边 (让
。” co )取极限可得f介

。

(t) 二 H (t)
.

由 (P N
-

约知
:

T x 。= 乡
,

即 口任T 润D )C= T 沪D )与已证 的 l , 法T 沪D )相矛盾
.

故 T x 年 矿 x , a 〔(0
, 1」

,

V 、任口D
.

因 1
“ , 2

“

及已知 条件满足引理 1〔“’的全部条件
,

故由引理 1『“’可知 :

D e g (I 一 了
’ ,

D
,

0)二 0
.

定理2 设T 是一个紧连续算子
,

D 是一个M
一

P N 空 间 (E
,

F
,

幻 的开子集
,

T
:

D o E
,

旅D
,

且八 (t , t)> t ,

V t任〔O , l〕
.

如果满足
: e诺T 润D )及f

: .

(t)》f
, 二一 二

(t)
,

V t ) o , 义〔口D
.

那么 : D e g (I 一 T
,

D
,

0) = 1 ,

亦 即T 在 D 内必具有不动点
.

证明 令h
:

(、) = 二一 (z一几)T 二 ,
兄〔[ O , l ]

,

V ‘〔D
.

下证 e诺h :
(口D )

,

V 几〔 [o 月〕
.

事实

上
,

假设口〔h
:

(口D )
,

即存在几
。

任〔0
, 1〕和 x 。

〔d D
,

使得
: 0二 h入

。

(x 。

)
,

即 : x 。
一 (1一 几

。

)T x 。
= 0 ( z )

易证二。
斗 T xo

, x 。
〔口D

,

(事实上
,

假设 肠〔口刀
, x 。

一 T x 。 ,

则 有 7
’
二。一 x 。

~ o ,

由f介
。

(t) 》

f了
x 。一、。

(才) V t> 。
,

得
:

f了
x 。

(t) > f了
、。一、。 (t) = H (t )

.

即
:

f丁
二。

(t )二 H (t)
,

V t) o ,

即有

7
’

x 。 = 口
,

即
:
夕〔了

’

(口D )矛盾于。磋了
’

(d D ))
.

因此
,

侄 (1)式 中几
。
斗 。,

凡
。
年 l (否则x 。 = 0〔口D

,

与 口〔D 相矛盾 )
,

故揭任(O , l)
.

由 (l )式可得了、
。
一 x 。

= 禹T x 。 ,

因而我们有
:

f了
·

、。 L才)》f了
,

二。 一 x 。

(t) = f*。x 。

(t) = f ,
’

x 。

(t/ 几
。

)》fT x 。一、。 (t / 凡
。

)

= f几T x 。

(t / 几
。

) = fT x 。

(1 / 几孟)》⋯ 》⋯
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= f了
x 。

(t/ 几急)
, n ~ l , 2 ,

⋯
,

V 才> O

即
:

f刃
二。

(矛) > f :
1

二。 (才/ z
几飞)

,

V : > 子, 。< 元
。

<
, , n ~ :

,

2 ,

⋯ (2 )

在 (2 )式两边 (让 n、 co ) 取极限
,

由分布函 数的 定 义 可 知
:

力汉
。

(约二 H (t)
,

V 才> 。,

由

(P N
一 2 )知

:
T 二

。一乡
,

即
:
口〔T (口D )

,

此
一

与口磋T (d D ) 雨矛盾二次乡任h
;

口D )
,

V 几任巨O , l〕
.

据 [ 2 」中拓扑度的同伦不变性可得
:

D e g (I 一 T
,

D
,

0 )‘D e g (I
,

D
,

召) = l钾 。

又据〔2」中拓扑度的可解性知T 在D 内必具有一个不动点
.

定理 3 设 D , ,

D
:

是无限维M
一

P N 空 间(E
,
尸

,

八)的两个开子集
,

O任D I ,

D ;
已D : ,

其 中

A是t一模且A (t , t)》t ,

V t〔[ o , 一」
.

T
:
D

Z

、 E 是紧连续算子
,

同时下列式子成立
:

(H , ) f
, 二 _ 二

(t)( f
, :

(t )
,

V x 任口D ; ,

云> 0
.

0 健T (d D )

(H
Z

) fa
二

(t) 》介
:

(t)
,

V x 任口D
。, t> 。

, a 任(。川
, 、牛 T 尤 ,

那么 T 在从\刀
:

中至少有一

个不动点
.

证明 由条件 (H l )
,

据定理 2可得
:

D e g (I 一 T
,

D , ,

0) = 1 , 由条件 (赶
2

)
,

据定理 1可得D e g (I一 T
,

D
: ,

0) = 0
.

由〔2 1中拓扑

度的可加性得
:

D e g (I 一 T
,

D
z

\D I ,

0) = D e g (I 一 T
,

D
: ,

O)一 D e g (I一 T
,

D , ,

口)

= O 一 1今 O

由〔2 」中拓扑度的可解性知
:

T 在 D
Z

\D : 中必具有一个不动点
.

定理 4 设刀
, ,

刀
2

是M
一

P N 空间 (E
,

F
,

A) 的两个开子集
,
口任D l ,

D l〔D : ,

其中么是卜模

且△(t ,

t) 》于
,

V 班〔0
, l」

.

又设 T
:

凤、E 是紧连续算子
.

E 是无限维的
.

同时下列条件之一

成立
:

(H 3
) f

, :

(t)《f( 1 _ .
)

:

(t)
,

V 、> 。, o镇。< 1 , x 任口D , , 、斧 T 二 ( 3 )

f
, 。

(t)》f
二

(t)
,

V t> o , x 任口D
:

( 4 )

(H
4

) f
, 二

(t)> f
:

(t)
,

V t> o , x 任口D l
( 5 )

f
, 。

(t )《f
(; _ 。

)
:

(t)
,

V 才> o
,

o簇。< x
,

x 任口D
Z , 、牛 了

’

x ( 6 )

那么T 在D 认D I中至少有一个不动点
.

证明 由条件(H
3

)中 (3 )式
, 。《

: < !
,

令
a = l一 。 ,

据定理 l可得
:

D e g (I 一 T
,
D , ,

0) ,

0 , 又由条件 (H
3

)中 (4 )式
,

据 〔2 ]中定理 3
.

3可得
:

D e g (I 一 T
,

D
Z ,

8 ) = 1
.

又由【2 」中拓扑度的可加性得
:

D e g (I一 T
,

D
Z

\D , ,

e)一 D e g (I一 了
’

,

D
Z ,

口) 一 D e g (1 一 T
,

D , ,
0)

= l一 O钾O

由〔2〕中拓扑度的可解性知T 在刀八D l中至少有一个不动点
.

在条件 (H
‘

)满足的情况下
,

同法可证其结论成立
.

引理 2 ‘
“,

设 (E
‘,

F ‘,
△‘)为M

一

P N 至间
,

△
‘= m in , i一 1 , 2 ,

D C= E I
为概率有界的闭

集
,

A
,

刀” E
:

紧连续
,

则存在通
: E 、、 E

:

紧连续
,

使 x 任D
,

且、 ~ 五二
,

且又(E } ) c= c o A (D )
,

其中c 。月(D )表月 (D ) c= E
Z

的凸概率闭包
.

定义 , 『
‘’
集D 仁 (E

,

凡 八)称为E 的概率有界子集
,

如果 s

男 :黔人 (t) 一 ’
·

引理 3〔
z 」

在概率度量空间M
一P N 空 间中

, 才一模八满足条件
:
△ (才

,

约> t ,

V 班 [0
, 1〕

.

设
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D 是E 中开 凸子集
,

T : D 、 E 是一个紧连续算子
,

T 归D ) c= D
,

那 么 T 在 D 内必有一个不动

点
.

定理 5 设 (E
,

F
,

△)为M一P N 空间
,

A = m in
,

D 是 E 中概率有界的闭集
.

T
:
D 、 D 是 紧

连续算子
,

同时存在 E 中 (有边界的) 开 凸子集M
,

使得M o D
.

又设么 (t
,

约》 : ,

V 班 [0
,

1〕
.

那么T 在 D 中必具有一个不动点
.

证明 因为M o D
,

由引理 2 ‘“ ,知T 能被延拓
,

即T
:

刃 , 丽T (D )c D 是紧连续算子
,

于

是我们有
: T 归M )C D c 刃

,

从而根据引理 3 『“’可知T 在卫中具有不动点x 气由于T (卫) c D
,

故必有沪〔D (事实上
,

因T 在卫 中具有不动点 x 气 故沪〔刃 即 : T x 朴 ~ x 肠〔T (万 )c D
,

故

x . 〔D )
.

定义 3 如果 (概率线性赋范空 间)M
一P N 空 间(E

,
F

,
△)满足下列条件

:

E 是实数域R 上的代数
【7 ’,

且有

(l
。

) E 对乘法封闭
,

即 V x , , 任E
,

则x. 夕〔E
.

(2
“

) V a 〔R
,

V x , 夕〔E
,

(a x )
·

, = x
·

(a , ) = a (
x

·

, )
.

则称 (E
,

F
,

八)为Z
一

M 一P N 空 间
.

在M 一P N 空 间中
,

由P N 空间的定义可知
:

E 是实线性空间
.

又M
一

P N 空 间是P N 空 间

的子空间
,

因此在 Z
一

M
一

P N 空 间中
,

由E 是实线性空 间
,

同时 E 又是实数域R 上的代数可

得
:

(3
“

) V a ,

久〔R
,

V x
,

刀〔E
, a x

·

久, = (a 凡) (x
·

, )
.

在Z
一

M
一

P N 空 间中记x. x. x.
· ·

⋯ x = 砂
,

其中 n
为自然数

.

从定义 3可知Z 一M
一

P N 空间是M 一P N 空 间(E
,

F
,
八)中E 为R 上的代数时的一个空 间

.

在

Z
一

M
一P N 空 间中

,

因为 V 几任R
, x 任E

,

护砂任E
, n 〔N

,

故力
·

二
·

有意义
,

且凡丫〔牙
.

例 1 设C表示复数域
,

R 表示实数域
,

在空 间 (C
,

F
,

幻 中
, t一模△为 Aa

,

即
:

V a ,
b〔

〔o , l ]有
:
么

3

(
a ,

b ) = m in {a ,

b }
,

F
:
C”牙

,

V X 〔C
,

记F (
X

)为 f
: ,

又f
:

(t)表f
二

在 t〔R 的

值又设f
:

(t) 一H (t一 }xJ )
,

V 眨R
, x 〔C

.

按照通常运算符号
.

那么 (C
,

F
,

匀是 Z 一M 一P N

空 间
.

证明 由C是复数域可知
:

对于通常的加法和乘法运算
,

C是R 上的代数
【7 , ,

C又是实线

性 (复) 空间
.

同时
,

V 几〔R
, x 〔C有护砂任C

,

于是力
,

、
·

有意义
.

又由题设条件f
:

(t) = H (t一 }xI )
,

V 班R
, x 〔C

,

即
:

当才《 !川时

当t> ! x }时

nU,
.几

夕
.
‘

L
一一

、、.了子‘
户才.、

曰

‘

矛
.

可知
:

f
:

(t) 满足定义 1” ’中 (P N 一
l) 至 (P N 一 5 )的所有条件

.

(这是容易验证的
,

注意在验证

了
二

(t) 满足 (P N 一 5 )时要用到 t一模八为△
3

)
.

因此
,

根据定义 1‘”和定义 3可知 (C
,
F

,

△)是 Z 一M 一P N 空间
.

在例 1中把C换成 R
,

其结论同样成立
.

定理 6 设 D 是Z 一M 一P N 空间 (E
,

F
, 八) 的开 子集

, 八。
,

t) 》寸
,

V 掩【o , 1〕
,

又设 T : D

、E 紧连续
,

0〔D
,

T x 斗 % ,

丫 x 任口D
.

如果T 满足条件
:

f(丁x 一 二) ,

(t)《f (了二 ) , 一 x ,

(t)
,

丫 x 〔d D
, t) o ( 7 )

且至少存在一点t l > 0 ,

使得 (7 )式的小于号 (< )成立
,

即 :

f (犷二一 x ),

(t :
) < f(丁二 )

, 一 x ,

(才
1
)

,

丫 x 任口D ( 8 )
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那么D e g (I一 T
,

D
,

0) = l ,

即T 在D 中必有不动点
.

证明 令h;
(x ) = x 一 几T x ,

V 几〔[o , l]
, 戈〔D

.

下证 , 8 诺h
;

(口D )
,

V 久〔[o , 一]
.

事实上
,

假设6〔h;
(口D )即存在几

。
〔[ o , l〕

, x 。
〔口D

,

0 = x 。一久
。
T x 。 ,

即
: x 。= 之

。
T x 。

则几
。
专 0 (否则几

。
= o ,

x 。
= 0〔a D

,

矛盾于 0〔D )
,

又久
。
专 1 (否则之

。
= 1 ,

即有x 。
~ T x 。 ,

其中X0 〔口D 矛盾于 T x 今x,

V x 〔OD )
.

故丸〔(o , 1)
.

因而T x 。
= x0 从

。 ,

代入 (8 )式可得
:

、、./、.户了

nU

Q口11了.、
J

‘
、

f(i / ,
。一 i )

, 二。

(t ,
) ( j (1 2; ;一 i)

二。

(tl
)

,

(t , ) 0且为常数 )

由 (9 )式可得
:

、了
‘子

.

一
月

滩
.

凡一一

一,1

, ,

I 还民
.

、
_ , .

1

J x 石! 了几
一 几魂 r l , 众J二言吸

、 气1 一 几。, I 、

由f端〔牙的非减性可知
:

[几丢/ (l一几
。

)
“

] t , < 久孟t
卫/ (l一端 )

即
: l/ (l 一几

。

)
2

< l/ (l一端 )

即 : 1一端 < (1一丸)
2

即
: 1 一端< l一 2几

。

+ 端

即
: 2几百一 2久

。

) o , 2几
。

(几
。
一 l)> o

因为 几
。

> o ,

所以几
。

> 1 矛盾于 o < 几
。

< 1
.

因此
,

0 诺h
;

(刁D )
.

根据【2 〕中拓扑度的同伦不变性知
:

D e g (I 一 T
,

D
,

8)二 D e g (I
,

D
,

0 ) = 1今 。

又据【2 1中拓扑度的可解性知
: T 在D 中必具有不动点

.

定理 7 设D 是 Z 一
M

一P N 空间 (E
,

F
,
△)的开子集

,
△ (才

, t)> 才,

V t〔[o , l ]
,

又设T : D ,

E 紧连续
,

0〔D
,

T x 今 x ,

V x 〔口D
,

如果T 满足
:

f (犷
x + 二)

·

(t)> 了(犷二)
·

+ 二
·

(t)
,

V x 〔口D
, r> o

n > 1且
。〔N

,

同时至少存在一点 才。> 0 使得下式成立
:

f (丁
x + x )

1

(t ,
) > f(T x )

·

+ x ,

(才
,
)

,

V x 〔口D

n > 1且
n〔N

.

那么必有 D e g (I一T
,

D
,

0) 二 D e g (I
,

D
,

0) 一 1即T 在D 中必具有一个不动点
.

证明 令 h ;
(x) = x 一凡T x ,

几〔[0
,

1〕
,

V x 〔D
,

下证0 磋h
;

(口D )
,
几〔[0

, 1〕
.

事实上
,

假

设0〔h :
(OD )即存在几

。
〔[ 0 , 1〕

, x 。
〔口D

,

使得
: 口= 大。

一 只
。
T x 。 ,

贝I}几
。
寺 。 (否贝Ilx 。

= 口〔口D
,

矛

盾于 0〔刀)
,

又几
。
今 l (否则 x 。 = T x 。 , 、。

〔口刀与 x 今 T x ,

V x 〔口D 相矛盾 ) 故几〔(o , 1 )
.

由0 =

大。一 几
。
T x 。

可得
: T x 。

= x 。

/ 几
。 .

又由已知条件可得
:

f (丁x 。+ 二。)
·

(t)> f(犷x 。
)

、

+ 二‘ (t)
,

丫 t) o , n > 1 , n〔N (1 1)

在 (1 1) 式中t取 已知条件中的常数tl
> o可得

:

f(丁x 。+ x 。) (t ;
)> f(犷x 。)

,

+ 、a(t l

) (一2 )

把T x 。
, 叽 /石代入 (1 2 )式可得

:

f(x 。
/ , 。+ 二。)

·

(才
l
)> f(i / 、甘+ i ), 乙(t l

)

即 :
f(i / 2。+ i )

·

x 二(t l
) > f(i / 久吕+ i〕二石(t :

)

即 :

f
二晋〔元飞tl/ (1 + 几

。

)
”

] > f
x 晋[元飞tl/ (l + 几乞)〕

, x 。
任刁D

,
几
。
〔(0 , 一)

, t l
) o (一3 )

由f端〔, 的非减性可得
:



(、

华又。
>

一

1

华认
即 :

(1 +
;
。

)
·

> , +

仪
:

即 : l + 几飞> (一+ 几
。

)
” ,

即有
:

l + 久乞> l + ”几
。
+ C老几孟+ ⋯ + C方几名+ ⋯ + C 贾

一’
几飞

一 ’
+ 凡飞

即
: 。又

。

+ C : 几毛+ ⋯ + C :
一 ,
几乞

一 ,

< o

此式矛盾于下式几
。

> 。且
。久

。

+ C 君几急+ ⋯ + C :
一 ’几毛

一 ’> o

因此 0 磋h
*

(口D )
,

V 久〔【o
, 1〕

,

据【2 」中拓扑度的同伦不变性可得
:

D e g (I 一 T
,

D
,
8 ) ~ D e g (I

,

D
,
0) = l专 。

又据 〔2 〕中拓扑度的可解性知T 在D 内必具有一个不动点
.

注 1 限于篇幅
,

在 Z一M 一P N 空间中的其它类型的不动点定理在这里不一一列出
.

注 2 定理2是 P e t r y s h y n 不动点定理被推广到M一PN 空间
,

定理4是郭大钧不动点定理被推广到M -

P N 空间
,

定理5是 氏 h a u d o r
不动点定理被推广到 M一P N空间

.

定理6是 A lt m a n 不动点定 理被推广到

Z一M 一P N 空间
。
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