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摘 要

中“ “ ” 二n o 。 在文1 1 ]中
,

利用变换 L i亡n a r d 方程

d 劣
_

。 , _ _ 、

d g _

d t一 = , 一 I’ 戈满 ) , 一

d t
-

一 一 g 、涌 夕 (1 )

在左右两半平面上的轨线为新方程在右半平面内均积分线的方法
,

得到了在一定条件下
,

方程(l)

存在极限环的结论
.

本文应用文〔1 ] 自勺方法
.

对类型更为广泛的方程

佘
, Q(二

,

。)
,

佘
一尸‘/ ,

(2 )

进行了探讨
,

得到了 (2 )存在稳定极限环的充分条件
.

关锐词 极限环 轨线 环域 内(外 )境界
.

在以下的讨论 中
,

总假设 P (x )〔C
O

(一 co < x < + co )
,

Q (
二 , 夕)

,

Q奋(x , , )〔C
。 ,

Q二(x
, g )

铸。(一 co < x < 十 co
,

一 co < 夕< 十 co )
,

片满足解的存在 与唯一性定理的条件 ; 又 xP (x) >

。,

当 x , 。时 , 。Q (0
, 。)< 。,

当 。, “时
, 且

!
‘

一

。
p (X )d X 一 +

一

令
·
(
X
)一

五
尸‘。““

,

记·
(x , 的反函数为

x = h :
(
z
) (x > 0 )

, x = h
Z

(z ) (、< o )
,

在xP (x) > O(x 笋0) 的条件下
,

上述反函数必存在
.

于是
,

方程 (2 )成为

、

,
矛‘

、
夕

O曰J怪
‘夕.、户才.、

= Q : (z , , )

= Q :
(
z , y)

山一dg山一dy

其中 Q ‘
(
: , , ) = Q (h

‘
(

z )
, , )

,

(i = l , 2 ; 二 > o )
.

.

杨桂通推荐
.

1 9 9 2年 5 月 4 日收到初稿



54 涂 荣 良 司 国 才 孙 昭

定理 设

1) 3 d > o ,

当。< 二< j时
,

Q l
(
: , 刀)》Q

Z

(z , 夕)
,

但 Q l
(
z , , )养Q

Z

(
z , , )

,

并且 Q I
必

, o )

》 0 ) Q
:

(占
, 0 ) ;

2 ) 日P勿)
, q勿)〔C

仑

(一 co < 刀< + co )
,

满足 P勿)> o , 9 9 (g )> o勿共 0 )
,

并且

】!;
。

, (。)d 。

!
< +
一 丁;

一。‘。, d , 一 + 一

3 ) 己z 。

> d
,

当z > : 。

时
,

Q l
(
: , 夕)《 Q

:

(
z , , )

,

并且 一 P (, )
z 一 g (, )《Q

Z

(: , 夕)
,

QI (z ,

夕)《 P (夕)
z 一 q (夕)

;

4 ) 日M ) o及K > o (K 一M > O)
,

当。簇 z
《

z 。,

}夕}》K 时
,

旧
‘
(
: , g ) + 夕}《M (i = l ,

2 )
,

并且当】夕}》K 时
,

存在
a > o ,

有

厂
。

:。1 (一。, 一 Q
Z

‘一 ”, 〕“
·<
一

则方程组 (2 )在 x 刃平面上存在稳定的极限环
.

在证明定理之前
,

先证几个引理
.

引理 1 若在 。<
二
< d上Q ; (z 刀)》Q

:

(z , g )
,

则在 o< z < 占上曲线 Q ; (z 刃) = o 位于 曲线

Q
:

(
z , 夕) ~ o 的上方; 又若在

: 。< z < + co (
z 。

> 占)上
,

Q ,
(
z , , )《QZ

(
z , g )

,

则在
z 。< z < + co

上
,

曲线Ql
(
z , , ) = o位于曲线Q

:

(
z , , ) = o的下方

.

证 设“
,

的 (0 < 睿< 句是曲线Q :
(
z ,

功 ~ 0 上的任一点
,

按条件
,

有

Q ,
(占

, 刃)> Q
:

(省
, , ) = 0 ,

从而 由函数 Q :
(

z ,

, ) (‘= l , 2 ) 的连续性及 刀Q ‘(o
, g )< o 勿笋 o )(‘= 1 , 2 ) 知

,

在 o< z < 占内
,

曲线Q l
(
z ,

川 = 。应位于 曲线Q
:

(2
,

功 = 0 的上方
.

同理可 证后一情形
.

引理 2 设有d > o及粉1和刀
: ,

能 使Ql
(d

, 0 )> o > Q
Z

必
, 0 )

,

且满足 Q ;
(占

, , l ) = o ,

Q
:

(占
, 刀:

< 0 ,

、,声
口
‘. .,矛尸06

了.、矛g甩
、

则必有刀
l
> 。》叮

: .

证 如果刁
, < O ,

则由Q ,
(

z 刀) 的连续性以 及 , Q ;
(o

,

, )< o (, 笋 0 )可知
,

与假设矛盾
,

故有叮
, ) 0

.

同理可证另一情形
.

引理3 设夕
,
(

z
)和夕

2

(z
)分别是方程

d 夕 1

d z 一 Q、
(万瓜)

d 夕 1

己矛=
,

嚷丈不万)

此时有Q I
(占

, o )

的满足同一初始条件夕
1
(0) = y :

(0) ~ , 。

的解
,

如果存在M > 0 ,

K > 0( K 一M > 0) 及 z 。

> 。,

使

得当 0《
z
(

z 。,

l夕}> K 时
,

}Q ‘
(
: , , ) + , }《M (i = 1 , 2 )

,

则对任一
。) 0 ,

总可以取 19
。

}足够

的大
,

使得夕
;
(

z
)和 , :

(
z
)都在〔o

, z 。

]上存在
,

且满足

!,
‘

(
“
)一刀

。

}< 。 (‘= 1 , 2 , 二〔[ o
, z 。〕)

,

证 设尸
1
(z) 和F

Z

(z) 分别是 由方程Q ,
(
z ,

妇 = 叮口Q
:

(
z ,

功 = 。所确定的隐函数
.

记

。 = m a x { {F l 又z ) }
, }F

Z

(z
) }}

,

K
。 = m a x (K

, 。 ,

M + l)
,

[ 0
,

z 。
〕

丫 。 。‘
、

几
_

、 、 ~ ~
。 / / l

_ _

. 、 二 二
。

、 ! d , } 一
,

、二 。 二
.

_
.

, 、 二
.

.

了夕它
, 刃占1汉议

, 弓上 提除了乡 J只城U 乓
; z 乓

之之” }刀 } ‘多八
0 1钊 , 业少书 I J _ l

之

映 1 , r仪 “U , 夕丈多己 }夕01 ‘户 I 、 。宁
. U ‘ .

z 。,

就能使g ‘(
z
)(f= 1 , 2 )在 [ 0 , z 。

〕上存在
.



微分方程坛二 O(二
,

妇
,

夕= 尸(x )
’

沟极限环灼存在性

进而证明不等式成立
.

由于

Q一
一一

“。‘· , 一 。
。一

丁:
。

并注意到 }, ‘
(的 !》 }夕

。

J一 z0

J夕‘(
z )一 夕

。

{(
-

d z

‘

(z , 刀‘(2 1 ))

(O( z簇 z 。

)
,

可知

丽 步亥
二丽

一 (‘一 ‘, 2 , z 〔[ o
, z 。

〕)
,

由此可见
,

对任一
。> 0 ,

只 要取 }。
。

!> K
。十

髻
一 十 z 。 ,

就有

}夕‘(
z
)一刀

。

}< :
(‘= 1 , 2 , z 〔 [0

, z 。〕)
.

弓l理4 设

1 ) 3 占) o ,

使Q , (占
, 0 )> o > Q

:

(占
, o )

,

2 ) 弓M > o ,

K > o (K 一 M > o )
,

当。< z < 占
,

J, j) K 时
,

旧
‘(z , , ) + , l《M (i = 1 ,

2 )
.

则由曲线 Q I(z , , ) = o (Q
Z

(二
, , ) = o )上点 R (占

, , :

)起始的方程 (3 ) (方程 (4 )) 的积分线
,

在

它向上 (, 增加方向) 和向下 甸减小方向) 延伸时
,

必交, 轴于两点A (0
,

, ,

) 和 B (o
, 夕 , )

,

并且 有刀
,

> o , 夕。《0 (夕
,

》o , 夕。< O )
.

或
gZdd

证 据Q :
(
二 , 夕)的连续性及夕Q

I(o刀 )< o伽铸 0 )知
,

在曲线Q l (z , , ) = 0 的上方有

胃、丫一。 ,

、 d 刀 \ 八

。
,

[
_

r,

二 、 门 、 , 二 、 ‘ ,.
一二

, 。 、 二、 ,
, 、

二 户 、
.

* 二
,

加 、 丫 ~
。:

“,

而在下方则有 咨雪> 0 ,

因此
,

由点R 起始的方程 (3 )的积分线厂
,

在它向上和 向 下 两头

二尤 二 、, * 口

、
_

.

、 、、
r 一

, 二
r

二 ~
, _

、 。
_

_ 。
, ,

二 、
; 。 。 l_

二
二

、
、 , , _

_
、 . _ _ r

二 d ,

延伸时都朝向 g 轴
.

若向 上延伸时不 与 , 轴相交
,

则 由单调
J

注可知
,

当 , 、 十 co 时
,

哭 、
~

’
T 叫

“ 护下
J ’川 汀 , 州 .

泪
‘曰J ‘ ~

’T
“ J

‘

” J J 俐
, 曰 人

’ 入 ,
阳 一

v 玛 ’二一
’

“

州
’

司 J
一 ‘ 一

叼
’

d z

、

、 、 d 刀 1 、 1 _ ~
, ,

_

。 二 _ , ,
卜

二
、 _

、 二L

一 ‘ J , _ 、

~
一‘

,

这与 乙告 = 。 ,

乞一沂 》 一 二
‘ , ,

矛盾
.

故厂在上延时必交 , 轴于一点A (o , , ,

)
.

同’

~
‘

dz
一

O ,
(z

,

动 必 K 一M “ 旧
·

队
二

协山~ 明‘ 人 。 ,
J

o
J 工 、一 , 。 月 ,

二。

理可知
,

厂在下延时也必交 夕轴于一点B 、o , 刀。)
,

一

再据引理 2 及厂的单调性
,

有刀,

> 0 , 夕, 《

0
.

同理可证括号内的情形
.

引理5 设

l) 日P(夕)
, g 勿 )〔C

O

(一 co < , < + , )
,

满足 P (, )> o , 夕g (, )> o (, 祷 o )
,

并且

盯
一 , (。, d 。< + 一

,

J:
一。(。)、。一 + -

(上
一 、)

, ‘。,“, >
一

,

上
一 。(。)“。一 十一

)
;

2 ) 日z D

> 0 ,

当 z > z 。

时
,

Q I(z , 夕)《P (夕)
z 一 g (, ) (Q

Z

(: , , )> 一 P (, ): 一 a (g ) ) ;

3 ) 刁M ) 0 ,

K > o (K 一M ) o )
,

当o ( z
(

z 。 , , > K (夕( 一 K )时
,

Q ; (z , 刀)( 一 刀 + M 又Q
Z

(
z , 刀)> 一 召一M )

.

则由负 (正 ) , 轴上任一点尸 (0
,

刀; ) (G (0
, 万。 )) 起始的方程 (3 ) ((4 )) 的积分线厂

,

在它向上

(向下) 延伸时
,

必交刀轴于一点E (0
, 刀: )

,

且 , : > o (H (o
, 召, )

,

且夕H
( o )

.

证 若从点F (0
,

,
,

)(刀
,

< 0) 出发的方程 (3 )的和分线厂与直线
z 一 z 。

相交于一点 R (2 。 ,

.

协时粉
。,

岔、 二必。
, _

_
.

、 八 二、一 ,
, 、

、 二 。
、 , _

一
: 。: 、 ‘ ,

、 d 夕 \ 。

夕:
)

,

此时它必落在曲线Q ,
(

z ,

功 = 0 的下侧
,

这是因为在该点处有 甚告> 0
.

“
‘’ ‘ 2 ‘ “ ” ,

~ ~
’
“ ’

一 四 ~ 、 ‘ 、一 ’口 产 一

叼
‘ ’

叼
’

~ 瓜目
/ J

’

二山 ~ ~ ~
门 d z / 一
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考虑方程
d 切

J 夕 = p 又习)川一 g 气召) (7 )

由点R 起始 的积分线 r
‘ :

功 = 二 (夕) (冬, > 2, :

)
.

它可表为

叼妙J, 0

Q
.
(之

,

少)二 0

切

一
。

l{
” , (。)、:

」l
· 。

夕
了日

一

了
。(; )一 p

卜)
, (· )、

·

」
: :
」

,

夕 夕
、

今证厂
/

必与正 : 轴相交
.

由条件 , )知
}
‘ 一 , (。)、, 收敛

,

设刀一 }
‘ 一。

p (。)d 。(, > 。)
,

于 是
口 梦 r 甘 砂

有

尸
/ 二 、 _

「
护

J
“LS )e 入 p L一J

甘 了
沙

P(t ): ·

林
> 一
叮

” 。(。)。:
.

由

式
一 。(。)du 一

卜一 故当“今 + 一时
,

r , r r乙 :

J “
(c) eX ”

L
一
J P( ‘

)dr 」
“
妇 十 co,

g
?

夕
_

所以
,

必存在。
,

> 。
,

使叔
, :

)一 。
,

即厂
,

与。轴有交点T( o , , ,

)( 。
,

> 0)
.

现据条件 2 )应用微分不等式定理
,

对方程(3 )和(7 )的过点R 的积分线厂和r
产

进行比较
,

可知r 在上延时必回头交直线
z 一 z0 于 曲线Q

I

(: ,

!j) 一 o 匕方一点 G(
z 。 , , 。 )

.

再由条件3 )
,

运

用与引理 4同样的论证
,

可知 当厂继续上延时
,

必交, 轴于一点E (0 , 夕:

)
,

并且 , : > o (图 l )
.

若从点 F (o , 夕;

)(刀
;

< 0) 出发的方程 (3 )的积分线厂在上延时不与直线
二 一 2 。相交

,

则在

0 < z < : 。

内
,

它必与曲线Q l
(

z ,

川二 o相交
,

从而由条件 3 )知引理的结论为真
.

同理可证括号内的情形
.

定理的证明 应用 P oi n c a r e环域定理
.

一) 环域内境界的构成

取 条件 1 )中之乙
,

过曲线Q I(二
, 夕 )= o

L

上点 R (d
, 夕 :

)引
‘

方程(3 )的积分线厂
1 ,

由引理4和引

图 3 圈 4



微分方程汾二Q(二
,

川
,

乡= 尸(x )的极限环的存在性

理2知
,

它交 , 轴于两点A (o
,

夕,

)和B (o , 刀。
)

,

且有刀
, > 0 , , 。( 0

.

同样
,

过曲线 Q l
(

z , 万)= o

上点S (占
, 夕。 )引方程(4 )的积分线厂

: ,

它也交 , 轴于两点C (0 , 万。 )和 D (o , , 。

)
,

且有加 > o ,

y , < 0
.

据 条件 1 )
,

对方程(3 )和(4 )应 用微分不等式定理
,

可 知 , ,

> , 。 , , , > 万。 (图 2 )
.

_ _
.

_
,

卜
_ _ 二

_
_

_ _
_ ,

_
_

_ _ _

二 _
.

目
, 二二二 :

.

d x

现将
2 一夕右半平面映射 回

x 一夕平面
.

如果互, 笋 0
,

g 。爷 O
,

则 由于在A
,

C/ 上
一
厂 < 。

,

在
,

u ” , 一 J
‘

目
” 四 ~

刁 J

目 ” J ’

四
. 产曰 / 卜 J 。

‘ 一 ’ J .
‘ 一 ’ 办 切

囚
J 一

卜
‘ - 一 习

一

d 才 、
一 ’ !

上

D
,
B

,

上

3 )
.

d x
_

万未一夕 U ,

U 奋 一
. 碑口曰~ 旧. . 怕、

故 闭曲线A
,
C

‘
U C

‘
S

,
D

‘

U D
,
B

‘
U B

,
R

‘
A

‘

即 构成所需环域 的内境界 (图

如果夕
, = 。,

加铸 o ,

此时
,

可由点D 出发引方程(3 )的积分线厂
1 ,

由条件l) 知
,

它必交
直线 : 一。于 s 下方一点T

,

这样
,

在 二一 , 平面上得一闭曲线刃灭, u 云苏方 u
.

挤夯 u 了丽
口洲. . 、、

U R
,
A

, ,

由于 在T
‘
R

/

上
d %

_ _ , .

_ ⋯
、

_ 二
_

二
, . 、 _

_ _
_

, _ ‘ _

二 _
盯 夕U, 故 口J以此作为坏域 的内境界 (图 4) 类似地 口J以讨论 , ,

手

0 , 9 0
, 0 及 g , = , 。 == o的情形

.

二) 环域外境界的构成

由引理 5 ,

从负夕轴上任一点 F (0 , 夕,
)(刀

, < 0) 出发的方程 (3 )的积分线厂
, ,

在它上延时

必交正 g 轴于一点E (O
,

, , )(g :

> 。)
.

在一 )中已看到
,

与 r l
对应 的方程(2 )的轨线 讨

,

不可能

走向奇点O
,

因此必有, :

> 。

另外
,

当g ,

减小时
, , ,

要增加
,

设

lim 夕刃~ y o .

U F 今一 刀

则或者o < 夕口< + co
,

或者夕。二 + co
.

分别讨论如下
.

1
.

0 < , 。< + oo

由引理 5 知
,

从点G (O
,

, 。
)(加> 0) 出发的方程(4 )的积分线厂

2

在下延时要交 , 轴于一点

H (。
,

加 )
,

且 由一 )的讨论知 , H < 听 而从点H 出发的方程 (3 )的积分线 厂 1 在上延时交万轴于

一点L (0 , , :
)

,

且 , : > 0 ,

显然有 , : < 万。 (图 5 )
.

现将一
。右半平面映射为 二 一 。平面

,

得闭曲线‘;万花
/
。

L,G
, ,

由于在L’口 上
佘

<

0 ,

即构成环域的外境界 (图 6 )
.

2
.

9 0 == + OO

田 5 圈 6 (图中G 应为G ,
) 圈 了

取方程(3 )的一条
“

足够大
”

的积分线E 犷F
,

使 y , 和 , ,
都满足引理3 论证的要求

.

过点E 和F 分别引方程(4 )的积分线
,

设它们和直线
z 二 z 。

的交点为S和 T (图 7 )
.

可 以证
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明必有

夕。< 夕: 及刀
:

< 夕u .

首先证明夕。< 夕: .

设夕, (z
)和召

2

(
z
)分别是方程(5 )和戈创 的满足同一初始条件 刀, (0) = , 2

(0) = g :
的解

.

对方

程 (5 )和(6 )由 二一 0 到 z = 二 。

积分
,

得

。1
(
二 。

)

一万
。

d z

Q
l

(z , 刀1
戈二) )

。2

(
二 。

)

一石
。

d z

Q
:

(
: , 习2

(
z ))

易见下列等式成立
:

, 丢(夕
:
(

z 。

)一 , ,
(

z 。

))

l

Q
Z

(
z , 夕2

(z
))

一 、 二 ‘一
、

二、d
二

Q xLz , 夕1(z ) ) ,

/‘、
、

�

犷!与

I 好哑
( 星竺夕」(乡卜旦送鱼加卫 刁 ,

Q l ( z , , l( z ) )Q
:

( z , , 2
( z ) )

Zd

、

,
产、‘尹、.户、

,
产

=(z
一

仁
fz 。

+ J
一

0

, 呈(Q
Z

(
z , 夕:

)一 Q
Z

Q l
(
: , 刀1

(
z
) ) Q

Z

, 9 2

(
z

夕2
( z

)

。1
(二

, : ,
(
: )
犷岛

:

、、(、) ) 一 1

)(。
1
(
· , , ,

)一。
2

(
2 , 。,

) )、
二r...J

十

十

f
“ 。

(。1
(
· , 。 : ) 一。

2

(
· , 。·) )、

·

一

O

一1 1 十 1
2 十 I

。十 14
.

下面分别考察每一个积分
.

首先
,

据条件4 )及引理 3 ,

当妇充分大时
,

有

Q,
(
: , , ‘

(
z ) ) 一 Q

‘

(
二 , 刀:

)
Q l (二

, y , (二 ) ) Q
:

(
二 , 夕 :

( z
) )

、
一( , 1

(

票盅找氯髻升、
)
一 < 俪兰龚厕

「 (‘一 ‘
, 2 , Z〔〔。

, 二。〕

口即其中 N ‘= m a x

[ 0
, z 。]

。
‘

(
· , 。) {(

‘一 1 , 2 )
,

所以
,

当,
一

+ 一时
,

一致地有 ‘1一‘
2
一。

(‘)
.

再考察1
3 .

同理有

万

毕遥 。一 < 二
、

_

一
、

琴矜
:

一
一 、 、一 < 万

一
趾~

气g 名 十 己一 J性 厂 叼 1又之 , 夕 1 气之 ) ) 叼 z Lz , 夕2 气之 ) ) 气万忍一 己一 ZVj j -

由此立即可知
,

当乡
:
。 + ‘时

,

在「c
, z 。

〕上一致地成立

习委
Q

、

( z , 刀, (二 ) ) Q
。 ( : , , , 2 ‘z ) ) ~

‘ ·

又因

Q
I

(
z , 夕:

) 一 Q
:

( z ,

刀:

)
‘

( 一Q
I
( z , 刀:

) + 夕:
}+ jQ

:
( z , 夕:

) + , : l( ZM
,



微分方程分 = Q(x ,

妇
,

夕= 尸(二 )为极限环的存在性 5 9

在【0
, z 。

〕上为有界
,

所以
,

当如。 + co 时
,

也一致地有I
。
一o( 1 )

.

此外
,

据条件 4 )
,

有几< 一 a (
a > 。)

.

综合以上讨论
,

即知当如充分大时
,

必有 , 2

(
z 。

)一 夕
: (2

。

)< 0 ,

这就证明 了, , < 如
.

同理可证加< 加
.

由此
,

再据条件 3 )
,

并运用微分不等式定理
,

可知
,

由点S 起始的方程 (4 ) 的积分线
,

在它下延时
,

必交直线
2 二局于U 的上方一点H

.

声尸口 . ~ - ~ 、、
.

这样
,

在 x 一 , 平面上就形成一闭曲线H
‘
T

‘
U T

‘
犷

‘
J
‘

H
‘ . 由于在线段

二
上

佘> 0 ,

从而构成所需环域的外境界 (图8 )
.

定理证毕
.

圈 8
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