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摘 要

本文对已有的差分格式的色散关系和群速度效应的F o ur ie r分析提出了置疑
,

指出症结所在
,

并予以纠正
,

并且利用差分格式的 Mod 1f ie d P D E 思想
,

提出了一种新的构造性差分格 式 分析

方法—差分格式余项效应分析
.

这种方法基于差分格式的耗散关系和色散关系的综合分 析
.

方

法具有明显的构造性和现实意义
.

关 , 饲 差分格式 余项效应 群速度

一 日} 全
口

、 砂 咨 「刁

针对同一个微分方程
,

可 以设计各种形式的差分格式
,

但用来进行数值解时
,

却呈现各

不相同的效果
:
有的稳定

,

有的则不稳定
,
有的使数值解光滑化了

,

呈数值耗散性
;
有的出

现某些虚假的振荡
,

呈数值色散性 ; 也有的解
,

其波形尽管锐利
,

但 却 有 滞 后或超前的错

位
,

表现出数值群速度效应 , 如此种种
·

⋯ 这都是差分格式的内在机理所致
.

因此
,

差分法

的理论分析和研究就显得极为重要
.

最初提出差分法理论分析的是 C o u ra n 七等人
〔‘’ .

而后
,

才形成沿用至今 的 F o u ri er 分

析方法
【“’ .

K re iss
【“,
等人还利用这种方法进行了差分格式耗 散 性 与 色 散 性 的 讨论

.

自从

H ir七〔们
、

W
a r m in g 等

〔”,
提出差分格式 的余项分析

,

并引入了 M o d ifie d P D E 概念后
,

才

使差分格式理论分析走上了差分格式余项分析的途径
.

在综合前 面 的 两 种分析方法的基础

上
,

刘儒勋等
〔6 , 7 ,明确提出差分格式余项效应分析方法

.

使差分方法的精度
、

相 容 性
、

稳定

性
、

耗散性和色散性
,

以及群速度效应分析统一起来
.

尤其重要的是这种分析方法更具有构

造性
,

即既进行了定性分析
、

研究
,

又给改造不稳定格式
,

控制数值耗散性
,

抑制数值色散

性和群速度效应
,

设计或优化格式指出了方 向
.

5 0年代初
,

V ie h n e v e t s k y 〔6 ’
等和T r e fe th e n t . ’

利用F o u r ie r 分析方法
,

首次较系统
、

全面地讨论了差分格式的群速度效应
.

而后大量有关文献
〔’。一 ’“’就群速度对解的 波 前

、

波包

和能量传播的效果
,

对网格变化引起的干扰
,

在边界上的影响
,

以 及对人工吸收边界问题的

研究上的意义等等
,

做了分析
、

和应用研究
.

在国外尤其引起广泛的兴趣
.

但是
,

严格地说

来
,

这些F o u ri e r 分析过程不甚严密
.

尽 管结论或许是对的
,

但仍应予以澄清
.

本文将在文

献【6
, 7〕的基础上进一步指出问题的症结

,

同时完善差分格式余项效应分析方法
.

最后
,

就

其构造性特点
,

以众所周知的例子和数值试验给以说明
.

.

戴世强荐推
.
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二
、

F O
ur ie r 分析方法的简单讨论

这里只就差分格式 的群速度效应的F o u r ie r 分析再作简单的讨论
.

考虑模型方程
“.

+ a “二 = o , a = e o n s t> o

T r e fe t h e nt . ’
等假定它取解的形式为
。

(x , t ) = e x p [i (。t 一省x )〕

其中 雪为波数
, 。 为频率

.

于是方程有色散关系

。 = 。 (省) = a雪

方程 (2
.

2)的相容差分格式 L e a p f r o g 和C r a n k 一N ie o ls o n 为

L F
: “俘“ = 。号

一 ’
一 c

(
“移

, , 一 u 号
一 1

)

(2
.

1 )

(2
.

2 )

(2
.

3 )

C N
: 。 :一二

u
: 士, +

蓬
一。

1++ 产一
。 : + “思

4

一 ‘一 五
“卜‘

(2
.

4 )

(2
.

5 )

其 中 c -
Q△t

A X
为C o u r a n t数

,
△t ,

△x 分别为时间与空间的步长
.

注意
,

T r ef et h e n 等人对

差分格式一概取 (2
.

2 )无耗散形式的解 ! 从而可导出 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )的差分格 式 色散关系和群

速度
: 9 , 1。 J

口L f (*卜去
s‘n 一 (

“ s‘n *△x )

。 。·

‘“, 一

命
‘a n 一 ’

G
· “‘n ‘A

x)

(2
.

6 )

(2
.

7 )

CL NF

L F
: 。

吞f = d 。乙 了(雪)
d 占

a C o s占A x

(1一 c Z s in 占
“△x )

’/ 2

a e o s省△x

「 1一 ‘乞 ,

“
、 ,

1
{尧{ 0 1 1 一

—
t 亡凸 X l一 l

L Z
、
一

‘

」
(2

.

8 )

e N
: 。呀

n _ 亘望些,
;

(幼
d 互 —

一石 1 ,
~

二{一 穴绍a
少 _ , 之 Z3 X 、

8 1 1 1 一

巴
I

4 ,

2 + c

(2
.

9 )
飞

...J
2、.产

X△女
�r.r、

一

r.esL

C+
/口.、
、

于是有结论
: L F格式数值解波形将比实际精确解的传播速 度

a
滞后

1一 c Z

2
(占△x )

“a ,

C N 格

式则滞后
2 + c Z

(省△x)
“

a! 该作者的数值试验也确证了这一事实 (参见 〔9
, 7 D

.

此 外
,

数

值解的波包
、

能量也按 与传播
.

解 在边界上
,

在网格变化时都导致虚假的 干 扰 波的发展
,

等等
.

然而
,

众所周知
,

不管原方程如何
,

其相容的差分格式却 常 常 引 入 数 值 耗 散性
,

如

Lax
,

U p w in d
, L ax

一

W en d r of f..
·

等格式都如此
.

并且
,

正由于这种数值耗散 性
,

才使

数值解可 以适应激波等复 杂波形的计算
.

从这一点上说
, T r ef et h e n 等的前提 (2

.

2 )有失严

密
.

但是群速度又这样重要
,

因为不考虑数值解的波形错位
,

尽管有锐利的
、

高分辨率的波

形也没有什么意义
.

正确的差分格式的解形
,

不失一般性应取含耗散因子的形式
,

即
。 ( x

, t ) = e x P 〔一 bt〕
·

e x P [ i (。t一 占x ) ] (2
.

10 )
、 、

二 _ _
,

_ _
. 、 , , , , _ ,

⋯
‘ . 、 ,

_
, 、 _ _ 、 , _ .

_ _

d 。 一
,

一
_

.

_ 二 , 、 ,

一
,

这样既可得到差分格式 的色散关系。 = 。 (豹 和群速度
。, ==

‘

甚誉
,

又得到耗散关系b = b (豹
.

心
”甲脚

一 ,
’

阿川 ~ 刀 ”目 户 ” 目 砂
。队八小一 一 一 、 , 2 “曰

哪恐汉
一 ‘
一 d雪

’

~ 丙 ~ ~ 队~ ,
” -
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如C N 格式有

忿 r
_ .

。
二

, .

、介

! 1 1 十万 ‘s l n 互八 x l !
b“) = 一带全R e 1In l

-

一 冬
- - -

一一
一

l !
之J ‘ 韵 I

‘
L

。 , _ 亡 应 1 1

1 1 1 一
一

万忍5 1 1 1自凸 x l l
匕 \ 乙 / J

(2
.

1 1 )

介1

1
、、........了
,

“‘“’一

命
10

1
·

!
e o s占△x

, +

奋
‘s , n : A 二

, 一

蚤
i: ‘n ; △二

(2
.

12 )

口, = a .

c Z

1 十
-

一 S l n
.
吞八X

4
一

、 。

(
; 一 卫士经(: △x )

2

、
\ 4 1

(2
.

1 3)

显然
,

我们这个结果是正确的
,

合理的
.

与(2
.

的相比
,

虽然前两项一致
,

但 包 含了格式的

数值耗散与色散的一般性
.

当然
,

这样一来也给研究 L F 等一些多层格式带来困难
,

导致隐

式关系
.

总之
,

F o u ri e r 分析法虽然沿用至今
,

取得很大发展
〔3 , ’3 , ,

但有其局限性
.

特别是
,

它

不具备构造性
.

格式 的分析
,

不能直接提供改造
、

优化
、

调节格式数值解效果
,

和合理地构

造高性能格式的途径
.

三
、

差分格式的M P D E 和余项

W ar m in g 等首次提出了差分格式的等价
‘

微分方程
’

的概念和推导方 法
r s , ‘ , ’ , ‘”

.

考虑

一般线性常系数方程

为 一“· “一

成备) (3
.

1)

L为空间偏微分 算子
口

口X
的常系数多项式

.

不失一般性
,

方程 (3
.

1) 的相容差分格式写作

E B
。 “

招 = E A , 。号
, ,

(3
.

2 )
o 夕

其中 B
。 ,

A , 为差分格式系数
, a ,

刀仅取 某些整数
.

对差分格式 (3
.

2 )在网格节点 (x , , t。 )作

T a y lo r展开
,

采用 W
a r m in g 方法进行等价消去高阶时间导数项 (也可编制计算机代数软

件实现 )
,

最终得其完全等价的
‘

微分方程
’

M P D E (省略上
、

下标 ) :

“ . = L 。 + R
。

+ R ,
(3

.

3 )

R 一艺
口

2弓“

v 名‘J又丽
D _ .

, , _ ,

夕少卫些
_

‘ 、 ,
一 ‘

尸
乙. + ‘

口义
2价 + l (3

.

4 )

其中 R = R
。

+ R ,
为数值余项

,

项系数
,

它们常由B
。 ,

A p ,

△x

模型方程(2
.

1) 的各格式
,

L a x : 。 : + ‘=
一

里
Z

R
,

为格式的耗散余项
,

R ,
为色散余项

.

巩 :和 内 . + ;
为相应余

,

配或常数组成
,

分别呈 (么x)
2‘和 (八x)

“协 十 ‘

阶小量形式
.

如

(
。啥

, 1 + u 了
一 1

) 一
‘ , _

2 气u ; + 1一 “下一 l

U P w in d : “飞
+ ‘

= “番一 c
(

u 了一 。孚
_ ;

(3
.

5 )

(3
.

6 )
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F T C S : u 俘
十 ‘= 。 + 1一 “号

_ 1
) (3

.

7 )

以及前节 的L F
,

C N 格式
,

它们分别有M P D E 的余项部分为
_ △x Z 。 、 .

a △x Z

允“‘x
二 万入t 又l一 “少“

, 二

十一飞
一

( l一 “一 )“
, , :

十 ”
‘

(3
.

8 )

R u p ~
a △x

2
(1一 c Z

)u 二 :

一
a 么x Z

(l一 c
) (一 Z c

)
“二 : :

+ ⋯ (3
.

9 )

R F t -

R L f -

a 么X

2
C “二 ,

a 八X

(l + 2 c 2

)u : : 二

+ ⋯ (3
.

1 0 )

a △% 2

(l一 c Z

)
u : 二 :

+ ⋯ (R
, = o ) (3

.

1 1 )

R c n = 一

a 八x 么

(x + 2 c 2

)
。 : 二 二

+ ⋯ (R
, = o ) (3

.

12 )

M P D E 已经可 以提供我们很多关于 差分格式的特性
,

如数值耗散性强度等
.

而且
,

更

重要的一点在于它对应的色散关系和群速度效应
,

根据后者的分析将提供余项校正的方向
,

从而进行格式的改造
、

调节和优化
.

四
、

差分格式的耗散关系
、

色散关系和群速度

根据差分格式 (3
.

2 )的 M P D E (3
.

3 )
、

(3
.

4 )
,

取解式 (2
.

10 )
,

则得到格式的耗散关系

。(: )
,

色散关系 。 (、)和群速度一贵
、

相速度
。,

=
。(省)

省

b (省) = 一 R e (L (i占))一乙
v Z : (一 l)

‘占
, ‘

。 (咨) = Im (L (‘占) )一 艺 拼2 。 十 , (一 z )“省
2“ + ‘

(4
.

1 )

(4
.

2 )

v ,

(宜) = Im (L (i省))一 兄 拼2 。 , ,
(一 1 )“省

2 “
(4

.

3 )

d 田
口 ,

(互少= 二不

以 弓

== Im (L 馨(i占) )一 乙 (Z m + 一) (一 l )“拼: 。 + ,占
2 “

(4
.

4 )

我们更关心的是 由于柏式的数值耗散和数值色散而导 出的附加因素
.

换句话说
,

由于数值余

项R
。 ,

R
,

导致的数值耗散 (又称数值粘性 ) 等部分
:

, = b (占) + R e (L (i占)) = 一乙 (一 l )‘v Z :占
2 ‘

拼= 。 (君)一 Im (L (‘占)) = 一 万 (一 l )“拼
2。 + 1古

2 “十 ’

。
; 一

。 , 一
参Im (五(,咨))

一 叉 (一 l )二。
2 . 十 1省

2 。

一 ’

一
’

占一
、一 、勺 “ 一

份
、

v
拼一

。 , 一 Im (L (i占))毒一乙 (一 ‘)“ (2 。 + 1 )月
2。 + l舀

‘“

(4
.

5 )

(4
.

6 )

(4
.

7 )

(4
.

5 )

以上关系才是进行差分格式数值效应分析的依据
.
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例如(2
.

1 )的格式 (3
.

5 )、 (3
.

7 )及 L F
、

C N
,

由其M P D E 的余项部分 (3
.

5 )、 (3
.

12 )
,

我们有

La
x : , 一“一

会(‘一 ‘2

):
2
△二

一
“ 一 a ‘+

号(, 一 ‘2

): 3△x Z

+ ⋯

。一

号(‘一 ““, ‘
’
△X “

+ ⋯

”, 二a + a
(1一 c Z

) (雪△x )
2

+ ⋯

U p w ‘n d : v 一b 一
号“

一 ‘
)‘

2△x + ⋯

(4
.

9 )

。一a‘一
警(‘一

。) (l一 2‘): 3△二
!

一
;

一普(‘一 ‘,“ 一 2 ‘,‘
’△二

’

+ ⋯
(4

.

10 )

、.........、
.月

‘......../

v

一
a 一

省“
一 。)(l一 2 :

) (: △x )
2 + ⋯

、ee....l‘
舀

!
了FT cs

: ,

动一粤
一

办
二 + ⋯

乙

。一 a‘一
署(, + 2 ‘:

):
3
△x : + ⋯

;

一着(l + 2 。:

):
3
△x , + ⋯

。, 一 a 一

号(‘+ 2 : :
)(: △x )

: + ⋯

(4
.

1 1)

L F * v 二b二 0

。 一a‘一含(; 一 c Z
):

。
△‘ + ⋯

。

一借(, 一 ‘’
): ’△x : + ⋯

。, 一a 一
号(1 一 c ,

)(; △x )
, + ⋯

(4
.

12 )

C N s v = b =

。
一 : 一

补
+

伽。
2 + ⋯

;

一议
, +
苦)

:呱
:

+.
二 (4

.

1 3 )

”, 一 a 一
号(2 + c Z

)(: A x )
“+ ⋯

因为波数 占与空间变量 x 之积 舀x ,

通常在解式 (2
.

10) 中是以 2二为周期的
,

即雪X 〔〔一 二 ,

司
.

所以当步长△x 相当小时
,

以上各式 (4
.

9 )、 (4
.

1 3 )是各格式的关系(4
.

5 )、 (4
.

5) 的主项
,

它

们巳基本表征了格式的内在特征
:
稳定性

,

数值耗散性和色散性
,

群速度的数值解效应
.

五
、

差分格式的稳定性
、

数值耗散性和色散性分析

我们在进行差分格式的稳定性
、

耗散性与色散性以及群速度分析时
,

更重视数值耗散关
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系
v 和数值色散关系 拼的主项部分

,

即 占△x 的低阶项
.

在考虑对格式作改造
、

优化或设计高

效能格式时
,

才引入更 多的高阶项
.

1
.

稳定性

按照W
a r m in g 等的讨论

,

v
(省)> o (5

.

1 )

是格式的稳定性的充分条件
.

于是
,

L a x ,

U p w in d 格 式的稳定充分条件正 是众所周知的

C o u r a n t条件

‘< l 或

:
,
△x

凸r反
~

飞厂
-

(5
.

2 )

F T C S是逆耗散性的
, ,

(豹 < 。,

恒不稳定
.

而 L F和 C N 格式为无数值耗散格式
,

其稳定性

由色散关系分析
.

例如
, 拼一川豹 < 0 时

,

表示数值色散与原方程色散 性 相 异
,

有微小的抑

制
.

这时要求 L F格式满足
c < 1条件

,

而C N 格式无条件成立
.

这正是F o u ri er 分析得到的稳

定性结果
.

即使不稳定的格式
,

也不可认为毫无意义
.

事实上可以通过改造转化为稳定的格式
,

甚

至极好的格式
.

如F T C S
,

如按其M P D E 中的 R
。 ,

在格式的右端相应补偿一项
v : ,

就得到

著名的L a x 一
W

e n d r o f f格式
.

L w
: ·:

一卜复(
· :

+ 1

一 : 一 ) +

譬
(
·:

+ 1一 2。 : + · : 一 )
(5

.

3 )

右端第三项正是号
“△x “

:

二 △‘的二阶中
,

。差分逼近
.

许多不稳定格式
,

女口模型抛物型方程的

Ri c har d so n 格式
,

都可通过这种分析和改造
,

化为优良格式
.

对于非线性计算的不稳定性

改造
,

也可以进行余项的合理调节试验得到克服
.

关于这方面的问题将以 另文详细讨论
.

2
.

数值耗散性

这也是格 式所固有的属性
,

它的意义在于使数值解趋向光滑化
.

对于诸如激波等问题的

模拟中
,

适 当的数值光滑效果是必须 的
〔‘“, ,

但又不可过头
,

否则会严重降低解 的 分辨率
,

甚至失真
.

根据格式的数值耗散关系
v = , (占)

,

可以得到格式数值耗散强度
‘7 ’.

而且许多 格式的数

值耗散性有轻度可调性
,

尤其 与某些常数 有关
,

如 L a x ,

U p w in d
,

L 一
W 格式的数值耗散

_
、 , , . ,

_
.

_
、

二 _
、卜 , .

_
_

_

_

_
. .

⋯
_

/
_

2 兀 、

系数作为
c 〔(0 ,

l) 的函数
,

有图 1 所示的曲线‘
a = 1

,

占△x 二 共J
.

,

- ,

一
, - - ,

一
· ,

一
’

一 ~
护

一、
’

‘

16 ,
’

L a x

l
‘L

eewe
月
.”es

l

UP w in d

I
J a x 一

W
e n (l: o ff

0
.

2 0
.

4
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3
.

数值色散性与群速度效应

模型 问题( 2
.

1) 本身为纯色散型方程
,

然而其相容的差分格式却额外地引 入 了数值色散

成份川雪)
.

原方程解的波形将以其特征速度
刀。 = a

( 5
.

4 )

传播
,

但数值解的波形却按群速度 ( 4
.

13 )传播
.

这就会造成数值解的滞后或超前错位
.

这种

数值解效应称为群速度效应
‘。’.

不仅如此
,

数值解的波前
、

波包
、

能 量 等 都 将取决于群速

度
.

因而
,

数值色散分析
,

不仅考虑其不同波数 省引起的频散
,

造成激波波头或波包前方的

虚假振荡问题
‘“, 7 ’,

更首要的是分析其波形的错位 l 图 2和图 3 分别是对 (2
.

1 ) (
a ~ l ,

睿么x =

l八60
, “= 0

.

5)
,

在如下初值的模拟结果

{
‘

(
“< X《合)

““X
, 0 , 一

)
了 一 ‘、

L
”
叹
大夕百 )

(5
.

5 )
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·
(x , 。卜

e x p

〔
一 1 6

(
x 一

选
一

)
2

」
s ‘n : x ,

: △x

一弩
所产生的异常现象 (波头和波包前的寄生振荡

,

高频波解的滞后等)

度效应
.

根据 (4
.

的、 (4
.

1 3 )
,

显然

(5
.

6 )

都来自于色散和群速

。 , , 。 ,
(: )一

{
( ”。= a ,

对U p
,

L W
,

L F
,

C N

> 口。
= a ,

对L a x
(5

.

7 )

表明前述各种重要格式的滞后或超前传播性质
.

此外
,

有意义的一个关系
v ,

(占) 一 刀。” 3 (
v ,

(省) 一
v 。

)

表明在占△x 《 l或小波数情况
,

群
、

相速度关系
.

(5
.

8 )

4
.

耗散和色散的复合效应

根据C a n os a和G a z d a g ‘’6 ’和文献〔6
,

7 〕的讨论
,

数值耗散性和色散性 的复合效果很值

得注意
.

当

俨> 引拼} (5
.

9 )

格式的复合效果呈耗散优势
,

光滑效果起主导作用
,

而且对色散的寄生振荡起抑制作用
.

反

之
,

呈色散优势
.

如 L 一

W
,

C N
,

L F 等格式
,

在激 波计算或高频波计算时
,

都 有 寄生振

荡
.

特别地
,

常常产生非线性计算不稳定现象
.

例如
,

图 4 是对L 一

W 格式再消除二阶耗散项
,

即用格式M o d ifie d L a x 一

W
e n d r o ff格

式

u ,
+ ‘= “

一

号(
· :

+ 1

一 : 一 ) +

誓
(·:

, 1 一 2 · : + ·: 一 ,

+ 心与立 (
·:

+ : 一 4 · :
+ : + 6 ·

卜
4 ·:

一 ; + · :
一 :

)
(5

.

1 0 )

后
,

由于其耗散更弱
,

复合效果是强色散 优势
,

所以计算激波波头振荡更强
,

且随时间向上

游发展
.

复合效果的合理调节
,

特别是根据求解问题的特征相应控制其色散 拼 与耗散
,
的级别和

对比关系
,

实在是 个难题
,

但其重要性不言而喻
.

如计算初值 (5
.

6 )的高频波 形传播
,

如果

用原L 一
W 格式 (5

.

3 )
,

取
“ = 0

.

4 时
,

在 t = 2
.

。时已经把波形全光滑掉 了
,

在计算图形上只有

幅度小于 0
.

2 的小振荡
.

如果采用 (5
.

1 0) 的消去二阶耗散项的格式
,

得到图 5 所示的波形

(
。一 l ,

△二一
1

井
, 。一。

.

8
、这时仍有耗散效果

.

需注意的是其群速度滞 后 效果
,

数值解
、

- 一 ’

一 1 6 0

”
,

。

一
’ 一

‘ 『 一 ”
‘

一
’

一 ~ ~
一 ’

一
’·lJ

一
‘

一
’

- , ,

一
’ - ·

~ 一
~ 一

~ ~ 一
·

一一 ~

传播速度
,

已不是
a , l的原解析解速度

,

而是 L a x 一

W
e n d r of f的数 值群速度

v , 一 1 一
冬(,

一 。
.

8 2

)(粤)
“
、。

.

8 9
.

‘ 、 0 ,
(5

.

1 1 )

这就是图 5 波形中心为何只到达 X 一 2
.

3附近
,

而不是 x = 2
.

5 的准确解位置的原因
.

群速度效应的进一步研究
,

还揭示 了数值边界的祸合效果
,

变网格界面或网格加细
、

重

化而引起的寄生波的产生
、

反射
、

透射和传播
,

这对于人工边界 (又称吸收边界) 的研究
,

对有限元等的区域分解方法的研究都具有直接的关
.

系和重要性
.
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