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摘 要

本文在一致光滑B a n ac h空间中
,

讨论了满足一个单调型条件的多值映射的不动 点 的 迭代过

关 . 词 多值算子 单调型 一致光滑B a n ac h空间

一
、

引 言

设 X 是 B a n a c h 空间
,

X 朴是其对偶空间
.

<
·

,
·

>表示广义对偶对
.

对 1< P< co
,

映射

J ,: X , ZX.
:

J
, x = {f

赞〔X 铃 : (x
,

f
朴> = {}f

朴 }!}!x }}
,

】】f
朴 l}= }}x }}p

一 ’

}

称为以甲(t ) = t p 一 ’
为尺度的对偶映射

.

特别地
,

以 、(t) = t 为尺度的对偶映射
,

称 为正规对

偶映射
,

用J表示
.

众所周知
,

J
, x = }!xll

, 一 ‘
J x 对一切 x 任X \{。}和 1 < P< co 成立 (见 〔3

,

定

理 8
.

1
.

3 , 5 ] )
.

设K 是 B a n a c h 空间X 的一个子集
.

映射 T
:

K ” 2 大 称为满足单调性 条 件
,

如 果存在
:
〔J(

x 一叮)
,

对q〔K
,

k < 1和刘一切
x 〔K

,

省任T x 满足
少

、 ‘

”
- , - 一

_

_

R e (省一 贾
,

j)《k lx 一奋}{
’

(1
.

1 )

或等价地
,

存在j
,

〔J
:

(x 一 q )
,

对q〔K
,

k< l和对一切 x 〔K
,

占任T x 满足

R e (雪一 互
,

j
a

)《k Jlx 一奋}{
‘

(1
.

2 )

对于在 H ilb e r 七空间H 中的单调型多值算子
,

D u n n 〔“二已证明
,

如果 沪〔T 沪 则x. = 女
.

于是
,

T 至多只有一个不动点
.

进一步地
,

如果T 的值域有界
,

即存在 d> o 使得对一切 朴

夕任K
,

雪〔T x , 刀〔T , ,

有

}}舀一引}《d (1
.

3 )

成立 , 并且如果在 K 中的序列{x
。

}柔
1

满足

x ” + ; = (l 一 C
,

)x
, + C

。

雪
。 ,

存在雪
。
〔T x 。

(1
.

4 )

.
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其中 {C
。

}器
。

二 (o
, l]满足条件

E C : < co
,

E C
,
一 OO (1

.

5 )

那 么 {x
。

}器
;

强收敛到互
.

在文〔2 〕中
,

也同时考虑了涉及条件 (l
.

5 )的一些其他结果
.

最近
,

C hid u m e 〔”在 L 一,
夕> 2 中

,

推广了D u n n 的结果
.

在本文中
,

我们推广C h id u -

m e 【‘’的结果到具有光滑模s > 1的一致光滑B a n a c h 空间
.

二
、

预 备 知 识

设X 是一实B a n a c h空 间
,

如果光滑模 p x(
r
)
:

p x
(
二
)二吕u p {〔l】x + , I}+ 】}大一 , }}] / 2 一 l :

J】x }}= 一,

I】y }}《
r }

满足当
r , o时p x( 约 / : , 。,

称X 是一致光滑的
.

我们从 〔5」知
,

J ,
是单值的当且仅当X 是一

致光滑的 , 又从〔4
,

命题 1
.

e
.

2 , 51 知
,

一致凸与一致光猾有一个对偶 关 系 :
X 是 一 致凸

(光滑) 当且仅当X
价
是一致光滑 (凸)

.

如果存在常数
c > o ,

使得对0 < 二
< OO

,

有

p x
(
:
)(

c : .

则称 X 具有光滑模
s> 1 ,

或说X 是
;
一致光滑的

.

由文〔4
,

p
.

63 , 5 ]知道
,

一切 H ilb er t

空 间以及B a n a c h空间L , ,

儿和牙名(1< P< co )都是一致光滑的
,

并且

。二 (· )< {
r , / P

(P 一 l)
: 2

/ 2
,

1< p < 2

(X = L 一,

l一或才名)
P > 2

(2
.

1)

在下面的所有讨论中
,

X 表示一个具有光滑模
s> l的

:
一致光滑B a n a c h 空间

,

而 j
,

总

表示单值对偶映射
.

引理1 『鱿 对X 中的一切 x , , ,

存在一个常数b> o ,

使得

ox + 夕1}
口

《}}x }{
. + b 】}夕}}

‘ + s <y
,

j
a x ) (2

.

2 )

引理2 设
a 和 b 是两个非负实数

,

则对一切
s > 1 ,

有

(
a + b )

’

> a a + sa一‘b (2
.

3 )

证明 我们考虑两种可能情况
:

情况 I : a = o ,
显然

.

情况 I : a > 0
.

因对一切 x > o和 s > 1有
,

(l + x)
‘

> l + sx
.

于是

(
a + b )

’
= a .

(l + b / a )
‘

> a .

[ l + s (b / a )〕= a ‘ + s a ‘ 一 ‘
b

引理 3‘
“二
设刀

。

由下式产生

刀
” + ; = (1 一乙

”

)刀
。 + 。 :

8一一

且人l]萄习一其中n
> l ,

夕
:
》0 ,

{d
:

}〔 [ 0
,

E
a 份< co

,

则刀
”

> 0对一切
。
> 1 ,

且当
n , OO 时凡 , 0

.
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三
、

主 要 结 果

定理 1 设 K 是X 的一子集
,

映射T
:

K 、 ZK和 q任K 满足 (1
.

2 )且k < 1
.

如果 沪 是T 的不

动点
,

那么沪 = q
.

假设 T 还满足 (l
.

3 )
,

设K 中的序列 {x. }裘
:
满足 (l

.

4 )且对一切
,
> 1有。( C

,

簇 1
.

令

p 。
= }}x

。
一 q l}

2

(3
.

1 )

且 1 一 夕:

= 〔l 一 (l一 k )C
n

」
‘

> o (3
.

2 )

那么对一切
”> 1 ,

o《p ”

《B
Za 。

(3
.

3 )

其中a .

> 。是由下式产生的

a , + 1二 (l一 , 。

)a
。 + C J

, a l = l (3
.

4 )

且 B
Z = m a x {p , ,

d
.

} (3
.

5 )

d = b
, , , s u p {】{雪一 贾卜占〔T x , x 〔K } (3

.

6 )

其中 b 是出现在不等式 (2
.

2 )中的常数
.

如果 凌C
,

}器
:
还满足

E C : < oo
,

且 E C
”
= OO (3

.

7 )

则 h m a .
= 0且 {x

.

}二
;

强收敛于 q
.

最后
,

如果K 是凸的且对一切 x 〔K
,

T x 斗必
,

那么对每个
x 。

〔K 和 笼C
。

}器
。
二 [0

, lj
,

至

少存在由x 。

开始的一个序列 {x
,

}器
:

c K 满足 (1
.

4 ), 如果 (l
.

3 )成立
,

则至多存在一个口满足

(1
.

2 )且k< 1
.

证明 设沪〔T x气 由条件(1
.

2 )
,

我们获得

<x , 一 q
,

j
.

(x
‘ 一贾)>《k {}x 份 一 q Ji

’

于是
,

(k一 l){{
x 铃 一 q l】

’

》o ,

且因 k< l有 x 肠 = q
.

从(1
.

3 )
,

(1
.

4 )和 (2
.

4 )
,

我们有p 。

》o且

p ,
= l】x

. , ; 一 q {!
‘

= i{(l一C
。

)(x
。
一口) + C

。

(君
,

一女)11
‘

《 fl(l一C
一

)(
x 。
一互) !l

’ + b 4jC
。

(雪
。
一 互)iJ

’ + ; <C
。

(占
。
一 q )

,

j
,

(l一 C
。

)(x
。
一女))

= (1 一C
。

)
.

]Jx
,
一口}{

’ + bC : 11占
,

一口{{
’ + s C

。

(l 一 C
,

)
口一 ‘

(占
。
一口

,

j
。

(
X , 一口))

‘(l 一C
。

)
.

}{x
,
一叨JJ

. + sC
。

(1 一 C
。

)
‘一 ’

k }{x
。
一 q 11

’ + C言d
.

《 [ l一 C
. + kC

。

]
’户。 + C二d

’

二 [一 (l一 k )C
,

]
’户。 + C : d

.

二 (l 一 丫
,

)户
。 + C二d

.

即 p , + t
《 (l一丫

。

)p
。 + C : d

B

(3
.

5 )

由不等式 (3
.

5) 和简单的归纳得

O《 p .

《B 坛
。 ,

对一切
n
》 l (3

.

9)

如果 {C
一

}C= [ 0
, l〕满足 (3

.

7 )
,

由条件
S> l,

我们有

y 。 = 1 一 [ 1一 (l一 k )C
。

]
‘

》 l 一 [ l一 (1 一k )C
。

〕> (l 一 k )C
,
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且对一切
。> 1 , ,

,

在〔o
,

1〕
.

于 是
,

乙 入 > 兄 (】一旬c
。

= ,
.

对一切
, > l ,

令凡= 心
,

补 = l 月 = 1

,
。

= 氏和 a
,

二 C真
/ 2 ,

从引理 3 得当n 、 co 时
, a :

, 。
.

所以 (3
.

9 )推得当
””“时p

,

”0
.

因此
,

{x
二

}黑
,

强收敛于口
.

如果对 x 任K 有T 、干 功
,

那么由选择公理T 有单值
“

截 口
” ,

7 爷 :

K 、K
,

对 x 任K 有T 爷 x 〔T x .

对任一个这样的截口
,

对凸集K 和笼C
。

}C 仁0
, 1」

,

由

x 。 + 1 = (l一 C
。

)x
, + C

o

T 朴 x
。 , x o

〔K

产生一个序列笼x
”

}〔K 满足 (1
.

4 )
.

更进一步
,

如果T 满足 (}
.

3 )且王C
。

}C= 〔o
,

门满 足 (3
.

7 )
,

那么对 (1
.

2 )成立的这个序列王x
,

}c K 必强收敛于K 中的一个 x 气 如 果存在两个及以上这样

的x 气 福x
”

}应有两个不同的极限
,

这是不可能的
.

注 1 定理1推广了【l] 的定理 1
.

我们使用基 本上与文 【2 」中相同的方法
,

可以得到下面的两个定理
.

因 证 明 是 较平常

的
,

我们省略其证明过程
.

定理2 设 K是 X 的一子集
,

T
:

K , ZK 满足 (1
.

3 )和 q〔K 满足 (1
.

2 )且寿< 1
.

对
n
> l ,

定

义 a 犷和 C君如下

a 忿
+ ; = (l一 , 井)a 忿+ (C竺)

. , a 贯= l

1一 , 分= [ l一 (1一 k )C誉]
’

> o

C忿= 〔(1一 k )
‘,

一
‘

(a 才)
’产‘8 一‘

〕/ [ 一+ (一 k )”
一 ‘

(a 忿)
‘产 ’ 一 ‘

〕

且令 C忿= 1
.

则对
n > 1 ,

a 忿= l/ [ l + (l一 秃)
. ,

一
’

(
n 一 l )〕

「

B 一 ‘夕

C井= (l一 k )
’“ ’ 一 ‘ ’

/ [ 一+ (l 一 k )
’l ‘’ 一‘’n 〕

于是
,

{a 井}和王C竺}在〔o
, l ]中单调减少到。

,

且当
n , oo 时

, a 忿、〔l / (l 一 k )
. , 〔a 一 ”〕n

一 ‘一 ”和

C忿、 [ 1 / (l一 k )I
n 一 ‘.

而且
,

对一 切
n
> l和对C分满足 (1

.

5 )的任何 {x飞}C= K
,

有

o《 1lx 忿一互11簇d (a 君)
‘矛‘

其中d 由 (3
.

6 )定义
.

最后
,

如果王C砖在 (一 OO
, + OO )中满足 (3

.

2 )的任一个序 列
,

笼‘ }满足

(3
.

4 )
,

那么对一切
n
> 1有

o《a岔《 a 。

定理3 设X 是具有光滑模 2 的一致光滑 B a n a c h
·

空 间
.

设K 是X 的一子集
,

T :
K , 2x

满足 (1
.

3 )且 q〔K 满足 (1
.

2 )且有k〔〔o
, l)

.

如果厦x
。

}c K 和 {C
,

}C [o
, l] 满足(1

.

4 )
,

那 么对

一切
n
> l有

0《 p 。

《B
Za 。

其中几和B
“

分别 由(3
.

1) 和 (3
.

5 )定义
,

笼心}由下面两式定义
a , + 1 = (1一 , 。

)a
” + C才

,
a , 二 1 (3

.

10 )

1一 , ,

= (1一 C
,

)
“ + ZC

。

(l一 C
,

)k (3
.

1 1 )

设 {a 分}和 {C誉}由 (3
.

1 0 )和 (3
.

1 1)产生
,

且

C才= (l一 k )a 分/ 〔1 + (1一 Zk )a 忿]
.

C言= l

则{a 护}和 {C才卜在 (o
,

l〕中分别同 [ l/ (1一 k)
“

] , 一 ‘

和 [ 1/ (l 一 k )〕
n 一 ’
单调减 少 到 o ,

且对一切

”
》 l有

o叹a 忿《m a x { 1/ (一 k )
“ , 2 / (x一 k)}n

一 ‘
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更进一步
,

如果具有 {C分}的{x 才}c K 满足 (1
.

4 )
,

d 由(3
.

6 )定义
,

则对一切
”> l有

o《】{x
肠 一 口}】《d (a : )

‘/ “

最后
,

对具有 {a
。

}的任何一个满足 (3
.

10) 和 (3
.

1 1) 的序 列 {C
。

}C 〔o
, 1 1

,

对一切
”> 1有

0《a 分( a 。

注2 定理 2和 3分别推广了文【
‘

1』的定理2和 3
.

�..J工weJ1几‘心
�
I
J工..L

, ..J1..J,J任月
�

l
甲we.J
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