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摘 要

文章通过 L e kh ni t ski i 方法及映射函数法系统地研究了具有抛物线边界的各向异性体的二维

变形问题
,

并利用所获得的结果研究了一种特殊的结构—半无限裂纹问题
,

求得了 裂 纹尖端的

应力奇异场及应力强度因子
.

关. 润 L ek hni ts ki i方法 特征值 应力强度因子

一
、

引 言

在工程应用中
,

经常遇到这样一类 问题
,

其应力位移场在所有平行于一参考平面R 的平

面内都是一样 的
,

这样的变形通常称为广义平面问题
.

对于各向同性材料
,

人 们 通 常 采用

A ir y 应力函数法来分析介质中的应力应变场或研究缺陷周 围的应力集中 因 子
〔’, 2 ’,

但是该

方法在研究各向异性平面问题时是异常复杂的
.

后一类问题的一般解是由E s h el b y 等人
二“’

最先给出
,

他们用已获得的结果讨论了由一直线位错作用所激起的位移应力场
.

后来 A
.

N
.

s tr o h〔
毛卢’将他们的结果拓广 到线奇异性的研究之中

,

他分析了二维变 形 的主要性质并意识

到
,

通过引入一应力矢量来代替原来的应力张量
,

可以将原来关于位移的一个二阶偏微分方程

组降阶成关于位移及应力矢量的一阶偏微分方程组
,

然后从材料的特征值及特征矢量出发
,

构造出介质变形的一般解形式
二5 , ’。’.

而对于某些具有特殊边值问题的平面应 力 问 题
,

利用

8 七r o h方法求解将是很复杂的
,

所以我们宁愿用另一种方法
,

即L e k h n it s ki i在 19 6 5年通过

引入应力函数研究各向异性平面问题时所提 出的 L e k h ni ts ki i万法 亡‘。’,

该方法的特征就在

于
:
二维介质的应力应变可以由两个应力函数表示

,

一旦由给定的边界条件确定了待定函数

的形式
,

则平面问题的解答也就得到了
.

W
a n g 及C h oi

产‘”利用这个方法研究了层状复合材

料交界面的热应力问题
,

并获得了比较满意的结果
.

在本文
,

我们利用 L e k ni ts ki i方法来研究具有抛物线边界的各向异性体 的 二维变形问

题
,

由于用传统方法研究抛物线边值问题是很 困难的
,

本文就采用了 L e k n its k ii 方 法结合

映射函数法
.

首先从给定的边界条件出发
,

我们确定了待定函数的形式
,

获得其一般解
,

接

着利用这些获得的结果分析了一种退化结构—
半无限裂纹问题

,

确定了裂纹尖端的应力奇
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异场及应力强度因子
.

二
、

基 本 方 程

在一直角坐标系戈‘(i二 1 , 2 , 3 )中
,

取
“‘,

吸,
及价

,
分别表示位移

、

应力及应变
,

其应力

一位移方程
,

应力应变关系及平衡方程为

: , , 一

合‘
“‘, , + 。 , , ‘

)

a ‘, = C ‘, , : 。一 = C 。, , : “. , :

口 . 5 一 , = 0

其 中重复指标表示求和
,

逗号表示求偏导
,

口
, . :
是材料的弹性系数

,

正定的
.

(2
.

1 )

(2
.

2 )

(2
.

3 )

假 设 它是完全对称及

川民6
。=了戮之2汉

。‘
.

C。, , ‘= C , ‘, l = C‘, :。= C , :‘,

设。.及。‘, 不依赖于x 3 ,

也不考虑体积力
,

口
Z
F 口

Z
F

all ~ 而护 甄”而 :
一 ’

于是方程 (2
.

3) 是自然满足的
.

将 (2

口 1 2

5 )

引入一应力 函数
r ‘”’F (x

l , x :

)
,

让

口
Z

F

口x l口x
:

代入 (2
.

1 )
,

(2
.

2 )
,

将有

口
4
F

从
2

面
- 一 2几

: 6
口

4
F

口x 之口x
Z

+ (2几
l : + 之

。。

)
口

4
F

口x 全口x
一 2几l e

刁下
口x l口x 盆

+ 灰l

式 中几
‘,
(i

,

j= 1 , 2 ,

口
4
F

下一
. 一

一 U
口X ;

, 6 )为材料的弹性系数
,

它与S ‘, , :
有关

,
S ‘, 。:

是 C‘j , :
的逆

,

C S 二 r , : ‘, , : = (乙
‘, 占, ‘+ 6泌

, ,
)/ 2

,
占‘, 是 K r o n e e k e r符号 )

“ , 一

{
S
‘,

S ‘, 一 S ‘3 5
3 , / 5

3 3

平面应力

平面应变

S ”是5 .” :
的缩并形式

.

设 (2
.

6) 式具有下列形式的解答

F = F (x
, + 拼x :

)

将F 代入 (2
.

6) 式
,

就得到一个特征值方程

几, ,拼4
一 2 几l

。拼3 + (2几
1 : + 几

。。

)拼
2
一 2又:

6拜+ 几
2 :
= 0

很容易证明
一

‘“’,

由于C
, 。‘的正定性

, 拼1 , 拼: , “。及脚将共辘成对出现
,

不失一般性
,

可设内

~ 声1 , 拼‘~ 风
,
Im 脚> 0 ,

(‘二 1 , 2 )
,
Im 表示取虚部

,

字母上一横 表示 取共辆
.

为 了后面

的需要
,

我们引入下面算子

口
一拼舌饭「

(k = l , 2 , 3 , 4 ) (2
.

8 )
?�X口一沁

.

(一口
一一奋D

于是
,

方程 (2
.

6) 就可以整理成

D 一D
ZD 3

D
‘F = o

( 2
.

的式的解可 以有两种情形
〔‘“’.

(2
.

9 )

a
.

拼l祷拼
:

F = ZR e {F l
(
2 1 ) + F : ( z :

) } (2
.

10 )
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2 1 = x 一+ 拼l % : , 之: = x l + 召: x Z

b
.

拌l = 拼
:

F = ZR e {F ;
(
2 1
) + 乏IF

:

(
z ,
)}

R e表示取实部
,
F l ,

F
:

分别是其 自变量 的解析函数
.

在工程应用中
,

一旦F 的形式被确定
,

则应力就立刻可以求得
,

的应力场

a
.

拼l活拼:

取

(2
.

1 1)

下面我们来研究介质中

d 。
, , 、

d ~ 、
, 1 , 一 , 一

、
/ 1 ,

’
Z L“” 一

而
厂 2

!
, : (zl )一

乱
:

如 诱; (
Z
。一

么
咖
)

(2
.

12 )

由 (2
.

10 ) 及 (2
.

5 )
,

就有
口 1 , 二 ZR e考u 矛苗: (2

1
、+ u 子苗乙(z

,

、卜 、

J , ,
= 2抚 6 亏功 ; (2 1 ) + 苗二(2

,
] 卜 、

a l : , 一 z肠 e l拼1功i吸z 一) + 拼2价玉Lz : )全 )

= 拜:

5 ) 及 (2
.

1 1)
,

将有

(2
.

1 3 a)

b
.

拼l

由 (2
.

a ; ; == ZR e {“全F 了+ 2拼,砰, F ; + 拼全乏
IF 公}

a Z : = ZR e {F 了+ ZF ; + 牙IF 瞥}

a ; : = 一 Z R e {拼IF 犷+ (拼
1 + 互,

)F ; + 拼, 乏工F 竺}

(2
.

1 3 b)

、!!‘
夕,

!
少/

(2
.

1 3 )式 中
,

见图 1
.

e o 日(
n -

功; (
2 1
)和粼 (

z :

)或F 亨(
: ,
)和F 孟(

z ,
) 可 以由与应力函数有关的边界条件确定

,

x ,
) = 士

d x , , 、

_ d x
l

刁了
~

, c o s ‘n
, x , ) = + 刁若

.

:
是沿曲线边界上的弧长

, s增加的方向总使其材

料在右边
,

沿口有

a ; ; e o s (
。 , x ,

) + a l : e o 。 (
。, x Z

)一会
X

·

a 1 2 e o : (
, , x 〕) + a 2 2e o 。(

。 , x Z

)一傀
一

Y
·

、、..Lz
‘

l
尹

(2
.

1招a ) 图 1 边界曲线

X
”

及Y
,

是沿边界口上所给定的外力
,

将 (2
.

5) 式代入上面方程
,

可以得到

一

丁挤
犷痴

+ c ’

!
一 司

。

瓜ds + C
,

夕

(2
.

1 4 b )

厂
�
X石
一X0口

�
口口

式 中
, C ,及C :是任意常数

,

h为板厚度

三
、

具有抛物线边界。的各向异性介质的二维变形问题

考虑一块县有凹的
,

抛物线边界的弹性板在边界上受任意分布力作用的弹性平衡
.

只要
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外力的分布长度远小于板的主要尺寸
,

则板就可以被视

为一具有抛物线边界的无限大平面介质
,

图 2
.

取凹边口上 曲率最小的点为坐标原点
, x ;

取为沿曲

线方向
,

介朝外 (图 2 )
.

在这个坐标系中
,

口的方程为

二 : == a x : (
a > 0 ) (3

.

1)

因为根据拼
1与“

:

的是否相等
,

应力一应力函数方程

(2
.

13a ) 和 ‘2
.

1 3 b ) 是不相同的
,

因此其分析方法

也将不相同
。

下面我们来讨论这两种情况
.

a
.

拼x手 拼
z

圈2 橄物故边界

将 (2
.

10 ) 代入 (2
.

14 )
,

就有

ZR e {必
;
(
z :
) + 功

:
(
z :

)} I
。 =

一华f
’
y

。
、: + 。 ,

月 J 。

(3
.

2 )
Z a e {。1

功
1
(
二 ,
) + 。

:
功
:
(
2 2

川
。一健{

‘

x
。
、: + 。 :

“ J O

al 和几是任意常数
.

由 (3
.

2 ) 式能够得到

,
1
(。

!

卜丽户蔺、J:
‘X

· + ; :Y
·

, d
· + ”

1

,
:
‘。

:
,

一
万币尚而J:

‘X
· + ; IY

·

, d
· + “

: { (3
.

3 )

夕:及八是任意常数
,
刁:及仇表示口上与

2 1
及介相对应的量

.

应用 Ca u c h y
一

G O u rs a七定理
,

就

有

功盆(
z :
) = 硅二‘(拼

: 一拼
:

)h

、 :

{:
(x

。 + ; :
:

,

)、
;

,
二 甲

_ - - - - 二一 一二
- - - -

-
-

一 a 刃1

“‘ 1 J . ,I 1一 ‘ l

价二(
z :

)二 一 4 二‘(拼; 一拌
:

)h

J f

C(X
, + 。1 :

,

)‘
:

.

万 二 -

甲

—
d 叮:

“ ‘Z J 口 叮2
一‘2

(3
.

4 )

由于
z
平面 (z ~ x : + ‘x Z

) 上的抛物线可以被保角映射成乙平面上的J轴

= (研丁干丽而
~

一 1)/ 2‘
a .

类似地
,

我们选择两映射函数

乙: (
z :
) = (斌不而丙盛丁一 l)/ 2“

la

雪: (
z :
) = (斌万干不而可

.

一 l)/ 2拼
: a

将
z 。

平面上的边界口
。

(
a ~ 1

,

2 )映射成亡平面上的沙轴
.

由于

(乙= 咨+ ‘君)
,

亡(
z
)

(3
.

5 )

(3
.

6 )

产

上
一

旦
一爪

2 二‘ d z l 了

I:
‘X

· + “Z
Y

·

, “
“

。 叮1一 之 z
d 叮1

一

命手
。

l制:‘
X

· + 。Z
Y

·

,“
·

〕/
‘“

1

一’““
1

一

幸口

揣赢J
X 二+ 拼: Y二

君一雪; (
z :
)
澎 1 + 4a了心 (3

.

7 )



具有抛物线边界的各向异性体的二维变形问题

生 - 兰
-
不

2 二‘ d Z : 了

I:
(X

·
+ “IY

·

, “
‘

刀,
一之 ,

d刁
z

氛手
。

[命丁:
‘瓜

揣丽I

+ 。IY
·

)d
·

」/
‘:

2

一)d o
Z

二拳誓黑妄
“

~
二

(3
.

8 )一材

1

�
·

川
一一

式中
,

X :
,

Y 二为单位长度上作用的外力
,

它们是 x ; 的函数
,

将 (3
.

7) 式代入到 ( 3
.

4 )
,

则

有

功二(
z ,
)

功共(
: :
)

1 1 _ 「‘ X 二+ 脚Y二
,

一
J ;

、
一而 (丙只石丽 示石而丙万刁一两面

_ 一 ‘十 ‘a 一

“
一 ““

(
1 _

_ ) _

_
「‘ X 二+ 闪Y 二

,

一
J ;

l

一兹而不不痴
一

斌石面丙万 J
一二 于花双不)

-
材 ‘十 ““ 一

“
一 “ “ )

( 3
.

仑)

利用 (3
.

9 )
,

我们可以求解具有抛物线边界的任意各向异性体在任意分布力作 用下 的边值问

题 (“
: 今内)

,

为了后面的需要
,

我们将 ( 3
.

9 )式 写成另一等价形式

n甘

l
、

z‘../3.

夕‘、

, ; (
二 ;

卜而标
两 、

飞

志丽f
X 犷+ 脚Y犷

澎不(斌不一斌了自 (zl ”
斌了干诬而向

1 I f为 X 犷+ 拼Iy 犷
, :

, 。

一乏示丽二阂万 万
二

i不而瓦牙了」
O

刁不双下二万子酥石万下
斌了干4而 d刀

式中
, X 犷及Y犷也为单位长度上所给定的外力

,

它们是 x :

的已知函数
.

特别是
,

当。 , co 时
,

抛物线边界将退化成一 沿x Z
轴正向切开的半无限裂纹

,

方程 ( 3
.

10)

成为

1 1 「‘ X 犷+ 内Y 犷
侧 夕

, ) 一赢又丙二丙两 万不」
。

刃吞i不二守云
““

(3
.

1 1 )
‘“‘九 ,一而「心

二丙仄六I
‘ X 犷+ 约Y犷
。

斌丙不 一斌云
d粉 }

这是下面分析裂纹尖端奇异场的基础
.

例如
,

见图 3 ,

具有半无限长裂纹的一无限平面介质
,

在x = (o
,

b) 处作用有两集中力P 与Q

X
。
= P占( x

: 一 b )
, Y 。

= Q占( x
Z
一 b )

将它们代入 ( 3
.

1 1) 式中
,

就有

协盆(
2 1
) =

P + 拼z

Q

⋯Q

一
p

(0
,

b )

27r ‘(拼
1

布牙压 斌石 斌万石
.

一澎二 ;

, ; 、。 ,一而六丽 六
P + 拌;Q

斌不i万一双石}
( 3

.

12 )

联合 (3
.

12) 及 (2
.

13 )
,

就得到介质中的弹性场为
圈 3 半无线裂纹
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口 11 二

a 2 2

真
* ‘m

{萨过、

护
m
{
。,

二
。2

!、
二 ,

。 , :

一
‘

,

lm 丁
‘ 万一

r
汀探 气拼1一拼

Z L

拼{(P 十 拼:

Q)
(斌丙万一斌石)

P + 拼Z

Q

(材 风b 一斌 2 1 )

拼; (P + 拼Z

Q )

拼孟(P + 拼IQ)
一 斌石又7 瓦万二7 石厂

P + 拼IQ
一 研

2 2

(心励 一 斌厨 )

拼:

(P + 拼、Q )

刚 z : (
l

心 , , lb 一 材
z , ) 一斌几 (斌风b 一 刚石)

(3
.

1 3 )

对于复合材料层状板
,

由〔1 0〕
,

其弹性系数为

E , 二 1
.

2 X lo 6
N / e m

Z ,

E
:
= o

.

6 x lo e
N / e m

Z ,

G = o
.

o 7 x lo 6

N / e m
Z

E 二 0
.

24 x lo 6

N / e m
Z , , ; = 0

.

0 7 1
, , : = 0

.

0 36
}

(3
.

14 )

利用 (2
.

7) 式
,

我们得到

拼1” 4
.

1 11
, 科:

= 0
.

3 4 31

将上面结果代入 (3
.

1 3 )
,

则介质中的应力场为

(3
.

15 )

一斌2

1斌a 1 1

一青
a 。

{
,

.

4 2 7

次
, P + 拼Z

Q

材闪b 一材z1

P + 拼:

Q

一 0 0 10 }

Z一
.2斌l一斌

a 2 2

一大
R e

{
。

·

“8‘

P + 户, Q

脚b 一 以
二:

P + 拼:Q

a l : -

一
R e

{
0

·

3‘7

因此
,

裂纹尖端的应力场为

双厨 斌脚b 一斌 z1

I P + 拼Z

Q

双打 斌 拼lb一斌 zl

一 0 0 8 1

一 0 0 2 9

斌瓜石一斌石 }
一

,

丛塑
一 飞

斌 拼: b 一 材之 :
J

(3
.

1 6 )

l 1
口‘’= 一石分石 示

一〔(1
.

0 0 g a , 一 o
.

o o 7a Z

)P + (0
.

3 3 3b ; 一 0
.

0 2 9 b
2

)Q」
r

口 2 2
= 一 六

。
一

毛
一

: [。
.

。。。(
。 、一。 :

)尸 + (。
.

0 2。, 一 0
.

2 4 6。
:

)Q〕
, ‘八了 O 入/ r

(3
.

1 7 )

、、.

!
L
了...1....1

口 1 2 = 一 共
/ , 一

{ [ (。
.

: 4 5。 : 一 。
.

。Z oa Z

)尸 + 0
.

0 5 4 (。
, 一。

:

)Q」
, ‘人 / O 入 / r

式中

a l =

bl =
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特别是
,

沿 x , = 0 线 (夕= 0) 让 x :

, 0 ,

将有



具有抛物线边界的各向异性体的二维变形问题
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7 9 5
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另一方面
,

在 (3
.

16 ) 式中令x l = 0 ,

我们就获得 了在 x :

轴 (x Z< 0 ) 上的a l l
及a : :

的分

布图 (见图4)
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由图 4
,

很容易发现
: a l:在裂纹尖端是奇异 的

,

并且它随着大: , 一 oo 而迅速衰减
,

当x :
= 一 6b

之后
, a l:几乎为 o

。

b
.

拼1二料: 〔我们只考 虑 各 向 同 性介质

(拼
, . 拌: = i) ]

见图2 ,

介质是各向同性的
,

由(2
.

1 1 )
,

(2
.

13 )及 (2
.

14 )
,

我们有
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.
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式中
,

沿着口有
: = 粉(

z = x , + ix
:

)
,

C :
及C :

为任意常数
,

因此容易得到

F :
‘, 卜合
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·
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翔
、: 十刀

乙 J O

a ,

刀为积分常数
,

利用C a u c h y
一

G O u rs at 积分公式及映射方法
,

容 易得到

_
_

1 l r‘ X : + ‘Y 二
,

—
, .
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(3
.

2 3 )式就是具有抛物线边界的各向同性边值 问题的解
.

我们可以利用它们分析沿作用任意

分布力的弹性变形问题
.

下面我们研究一特殊结构
—

半无限裂纹 (图 3
,

Q ~ 0)
.

让
a” co

, 、

(3
.

23 ) 式 的应力

函数就成为

: ; (
:
)一公

、 尸

h斌b
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.
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.
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尸 : (z) 一 、
;
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子
、: 尸

h确
将 (3

.

2 4) 式代入 (2
.

1 3 ) 式
,

则裂纹尖端的应力奇异场为
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因此裂纹尖端的应力强度因子为

K
l =

尸

斌乏元石
一

h
’ K

l 二 0 (3
.

2 6 )

这与应力强度因子手册
扛’2 ’上的结果一致

.

四
、

结 论

文章利用 L e k h ni 施 ki i方法
,

解决了具有抛物线边界的各向同性或各向异性弹性介质的

二维变形问题
,

主要分析了一种特殊结构
—

半无限裂纹问题
,

获得了裂纹尖端的应力奇异

场及应力强度因子
.
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