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摘 要

本文用文〔3 1所建议的多重尺度法分析了经过修正的平面C o ue t te 流动的线性稳定性性质
。

在

平面C。此 t te 流的分析中
,

用多重尺度法可以找到不稳定的 T ol lm ie n ~ Sc h lich t in g 波
,

但却不

能找到最不稳定的模态
.

通过与文【3 」相比较
,

本文对这种方法进行了探讨
.

关扭词 稳定性 多重尺度法 无穷远分又

一
、

引 言

作者在文【l] 中提出了经过修正的层流流动的流动稳定性问题
,

其中引入了一种随时间

变化的修正速度剖面
.

这种剖面精确满足 N a vi e卜 S to k e 。 方程
,

且可以与基本流动同时存

在于流场之中
.

考虑到这种修正剖面
,

流动稳定性分析导出了一组系数中带有时间因子
e 一 , ‘

的偏微分方程
,

这里粉是大于零的实数
.

作者先是在文〔l 〕采用物理假定来处理这个时 间 因

子
,

进而在文〔3 〕中建议了一种多重尺度法来求解系数中含有时间因子
e 一 , ‘

的偏微分方程
.

这种方法用于分析平面P o is e tri n e流动的稳定性时
,

获得了较为满意的并 与文 〔l〕采用物理

假设的分析相当一致 的结果
.

本文应用这种方法来分析经过修正的平面C o u e 七切流动的线性

稳定性问题
.

二
、

基 本 方 程 与 解 法

本文研究的基本层流流动是平面C o u e七te流动
,

其速度剖面是

忍= g ,
一 l簇夕成 l

受到背景干扰后
,

迭加了一修正剖面
,

流动成为
“ = 瓦 + 占“:

(夕)
e 一 , ‘

其中刁为大于零的实数
,
占为修正剖面的最大幅值

, u ‘
(川的形状见文 [ 1」

.

引进流函数吵
,

满足

(2
.

1 )

(2
.

2 )

.
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一斋
,

一器 (2
.

3 )

其中
:
为流向速度

, 。
为横向速度

.

设 叻= 杯+ 帅
产

其中万为层流流动的流函数
,

犷为扰动流函数
.

如设 功‘= 必(, , t )
e l ‘ ,

+ C
.

C
.

其 中a为实数
,

C
.

C
.

为复共辘项
,

关于必的方程为

(2
.

4 )

(2
.

5 )

口
。 .

_

_ .

1
. _

,

万了
.

V 冲 + 云a 云V
乙

功一
之厂

-

V
侣

功+ 6 e 一 , ‘
ia (“: V

乙

功一 u 之功)~ 0
. J . J 、

踌(士 1 , t )= 功
,

(士 1 , t )= o

其中
,

V
Z

必= 功
I, 一 a Z

价
,

V
4

功= 功
‘4 , 一 2 a 2

功
” + a 4

功
“ ‘ ”

为对y的导数
.

按照文【3〕所建议的方法
,

令
。= 粉

设 睿= 。t , 叮= (l + 。2

(君)
: 2

+ 。 3

(省)
。3 + ⋯ )t

假定功具有形为

踌= 功
。

(舀
, 刀 , g ) + 。

诱
,

(君
, , , , )

e 艺

诱
:

(雪
, 粉, v ) + ⋯

的一致有效展开式
.

按照与文【3 ]完全相同的方法
,

可得到在形式上完全相同的结果
,

即

功~ [E
。

(雪)y 。

(v ) + 。
(E : :

(舀)下
, :

(v ) + E l :
(舀), 1 :

(g ) )〕
e “ ‘

一 口’+ C
.

C
.

+ O (
。2

)

(2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )

(2
.

9 )

(2
.

10 )

(2
.

1一)

其中

E
。

(省)= a o e x P [ d s 一

(
e 一心一 l ) + a c‘t + a (c ‘。: ,

+ c , 。 : ‘
)
。Zt〕 (2

.

12 )

E 1 1
(舀) = a ; le x p [占s ,

(
e 一‘一 l ) 一省+ a c‘t + a (

c .。 : , + c , 。 : ‘
)
。Z t] (2

.

1 3 )

E ; :

(君)= a l : e x P [击
,

(
e 一 考一 1) 一 2占+ a c ‘t + a (

c ‘。 : ,

+ C 一。 : .
)

e Zt ] (2
.

14 )

0 (省) = 击 .
(

e 一考一 l)一 a c r t + a (o, ‘。2 ‘一c r o z ,

)
。Zt (2

.

15 )

: = : ,

+ is ‘和。
:

(动 一。
2 ,

(豹 + ‘。
2 ‘

(豹分别是在计算中得到的常数和函数
,

其具体表达式可 参

看文 [ 3 ]
, a 。, a ; 1 , a l :

为初始值
.

从 (2
.

12 ) 、 (2
.

15) 可以看出
,

如有不稳定情况发生
,

必是E
。

(豹的增长率最大
.

令 E
。

(舀) = a o e f ‘,

(2
.

16 )

当尸(t) > 。,
E

。

是随时间增长的 , 当f
‘

(t) < o ,

E
。

是随时间衰减的
.

略去砂项后

f
‘

(t) = 一 占s r e 一 , ‘+ a c .
(2

.

1 7 )

令 f
,

(t) = o ,

有
e 一 , ‘

= a e‘/ 6 5 ,

(2
.

1 8 )

当方程右边> O且《 1时有解

l
,

口C‘

九 = 一

—
I n 乍一一

己 0 5 护
(2

.

19 )

文〔3 〕中已将扰动的发展归纳为以下几种情况

(i ) 几> 0 ,

无论 6 s’为何值
,

扰动最后一定会增长起来 ,

(i i) c. < o ,

当占补也< o ,

则当t< t。时扰动是增长的 ,
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(111)
c ‘< o ,

舀s ,

> o ,

则扰动会衰减下去 ,

(iv ) “ = 。,

扰动的性质由占s ,

的符号决定
.

三
、

数 值 结 果

在文〔3 〕中
,

我们把多重尺度法的结果和采用物理假定而略去时间因子
e 一 , ‘

的结果进行

了比较
.

发现在平面P oi se ul lle 流的情况下
,

二者符合得很好
.

但是也发现
,

在物理假定下的

数值计算结果表明
,

无论 石> 0 或石< o ,

只要大到一定的程度扰动都有可能增长
,

而多重尺

度法的分析中占只在某一符号下才会引起失稳
.

在平面 P oi se u il le 流中
,

这一符号总是 与数

值计算中 !万!值较小的那一符号相同
.

在文〔l 〕中
,

略去时间因子
e 一 , ‘

时
,

作 了两种物理假定
:
其一认为当扰动的增长率超 过

修正剖面的衰减率时流动失稳
,

此时修正剖面的幅值认为达到阑值 J : ,

其二是认为背景干扰

一直存在
,

因此可以不考虑修正剖面衰减的影响
, 只要扰动的增长率大于零

,

就认为修正剖

面的幅值达到闭值孔
,

相当于多重尺度法分析中t ~ o时的情况
.

下面计算两个平面C o u et 切流的算例
:

例 l a ~ 1
.

1 ,
R = 2 9 0 0 ,

双万万 = 1 4
.

0 6 6

用文〔门的方法计算
,

当J > o时
,

有

子
: 二 0

.

0 15 一2 ,

子
: = 0

.

0 0 7 5 7

而当子< 。时
,

有

J
; 二 一 0

.

0 18 12 ,

J
: = 一 0

.

0 0 7 5 7

用多重尺度法计算
6 = 刃= 0

.

0 6 8 5 a c 一= 一 0
.

0 8 6 5 4 5 ￡ ,

= 一 7
.

1 1 4

由第二节分析知
,

当 J > 。时流动有可能失稳
.

当 t = 0 时
,

扰动为中性所需要的修正剖面

幅值子
.
为

子
, ~ a c . / ‘

,
= 0

.

0 12 l e

例Z a = 1
.

1 ,
R = 2 9 0 0 ,

斌万万 = 10
.

9 0 4

用文 〔l] 的方法计算
,

当子> o时
,

有

J
l = 0

.

0 1 7 3 3 ,

J
Z

= 0
.

0 1 1 5 3

而当J < 0时
,

有

J : = 一 0
.

0 1 7 3 3 ,

J
Z

~ 一 0
.

0 1 1 5 3

用多重尺度法计算
己 = 呀= 0

.

0 4 1 , a c ‘= 一 0
.

0 8 6 5 4 , s ,

= 1
.

7 2 5

即当J < 。时流动有可能失稳
.

当‘一 0 时
,

扰动为中性所需要的修正剖面幅值 J .
为

J . = a c ‘/ s ,

= 一 0
.

0 5 0 1 7

由文〔2 〕的讨论可知
,

修正速度剖面主要是通过对速度剖面曲率的改变而起作用的
.

由

于基本层流流动石~ y ,

测 = 0 ,

J > o和子< 0的情况在阑值数值上是相同的
.

多重尺度法同样

只能判断一种符号下的失稳
,

而且在 平面C o u e 七te 流的情况下
,

我们失去了文〔3 〕中所具有

的良好的一致性
,

尤其在例 2 中
,

J . 和子
: ,

凡都相差较远
.
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四
、

分 折 与 讨 论

为了寻找这种差异的原因
,

我们再详细研究一下在平面P oi se ui H e流和平面C o u e 七切流

中的计算结果
.

在文 [ 3 〕的二个例题中
,

中性的T
一

8 波的频率和阂值分别为
:

¹ a = 1
.

2 , R = 2 9 0 0 ,

双万左
一

~ 14
.

0 6 6

文 [ 1 ]方法 吝
: = 一 0

.

0 0 4 79 , a c , = 0
.

36 8 8 8

多重尺度法 百. = 一 0
.

0 0 4 3 , a c , = 百s
‘一 a c 攀= 0

.

36 8 9 6

其中
: 牛是子= o时特征值的实部

.

º a = 1
.

5 , R = 29 0 0 ,

斌 万天
~

= 10
.

9 0 4

文 [ 一]方法 百
2一 0

.

0 一15 , a c , = 0
.

5 127 7

多重尺度法 石朴 = 0
.

0 116 , a c ,

= 石s‘一 a c牛= 0
.

5229 8

可见用多重尺度法和物理假定方法得出的基本上是同一个T 一S 波
.

而在本文的二个例题中
,

中性T
一 S 波的频率和阂值分别为

¹ a ~ 1
.

1, R = 29 0 0 ,

斌
~

万天 = 14
.

0 6 6

文 [ l ]方法 石
2 = 0

.

0 0 7 5 7 , a c , = 0
.

12 36 1

多重尺度法 苦, ~ o
.

o l Z le , a c ,

= 子s‘一 a c华= 0
.

7 9 0 6 3

º a ~ 1
.

1 , R ~ 29 0 0 ,

斌 万万
~

= 10
.

9 0 4

文 [ 1]方法 古: = 一 0
.

0 1153 , a c , = 0
.

15 7 4 9

多重尺度法 言. = 一 0
.

0 5 0 17 , a c 护 = a c : 一 子s‘= 0
.

6 48 17

可以看到
,

此时两种方法求得的并不是同一个 T 一S波
,

它们的闭值不相同自然也就不奇

怪了
。

我们再来看 没有修正剖面作用的平面C o u e t t e 流衰减最慢的几个T 一

S 波
.

“一 1
.

1, R ~ 29 0 0

a c ,

一 士 0
.

8 0 138 , a c ‘= 一 e
.

0 8 6 54 3

a c ,

一 士 0
.

6 3437 , a c ‘= 一 0
.

19 5 42

a c ,

~ 士 0
.

8 6 5 8 7 8 8 , a c ‘= 一 0
.

22 28 1

a c ,

= 士0
.

0 39 9 42 6 , a c ‘= 一 0
.

24 5 5 0

a e , = 士 0
.

119 7 5 , a c ‘= 一 0
.

24 6 8 1

¹º»¼¾

由于对称
,

总是有一对频率相同
,

传播方向相反的波
.

可以看出用多重尺度法求出的T
一

S 波比较接近 没有经过修正的平面C o u et 耗流中衰减最

慢的波
,

而用物理假定计算的结果比较接近第5对波
.

我们用文 〔1 〕中的算法对经过修正的平面C o u et te 流多计算几个T 一S 波
,

可看到

当 a = 1
.

1 , R = 29 0 0 ,

斌
一

万左一 14
.

0 6 6

º a c ,

二 0
.

36 8 6 8 ,
占

2 = 0
.

0 0 8 326

@ a c , = 0
.

6 16 26 ,
占

: = 一 0
.

0 10 7 1

¼ a c ,

“ 0
.

8 4 555 , d Z = 0
.

0 256 5

当 a 一 1
.

1 , R = 29 0 0 ,

研万R一 ] 0
.

9 0 4

@ a c ,

= 0
.

47 6 6 0 ,
占
2
~ 0

.

0 137 1

» a c ,
一 0

.

75 0 0 1,

子
2 = 一 0

.

0 245 3
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¼ a C一= o一 9 155 ,

苏
:
二 0

.

36 133

虽然这些波仍然不是用多重尺度法所求得的T
一S 波

,

但其中巳经有比较接近的了
.

根据以上几组数据
,

我们可 以看到
,

用多重尺度法可以找到在修正剖面作用下的不稳定

扰动
,

这个扰动实际是由未经修正时衰减较慢的波受到干扰后演化 而 成 的
.

在 平 面 P oi -

se ul n e 流动中
,

最不稳定的波是由原来衰减最慢的演化而成
,

所以多重尺度法 与用物理假定

计算的结果相当一致 . 而在平面C o u et te 流中
,

受到干扰 的影响之后
,

原来衰减最慢的波并

未演化成最不稳定的波
,

而只是成为较不稳定的波
.

这也许是亚临界流动和无穷远分叉流动

的一个区别
.

五
、

结 语

本文将文【3 〕所建议的多重尺度法用于分析平面 C o u et te 流
,

并将其结 果 与对 平 面

P oi se ui lle 流的分析进行了比较
.

我们看到
,

用多重尺度法分析经过修正的层流流动 的线性

稳定性是有效的
,

但在无穷远分叉问题中也受到了限制
.

从文 〔3〕和本文的分析可以推测
,

这

种限制与本文使用的多重尺度法把特征函数改变的影响归入 ez 项而忽略有关
.

在文〔l 〕中我们

已注意 到
,

本文的分析也进一步证明
,

基本特征函数的改变对无穷远分叉类 的 流 动一平 面

C o u e饥 e 流和圆管 P oi s e ui lle 流是十分重要 的
.

因此要搞清楚这一类问题
,

文 〔3〕建议的多重

尺度法 是需要改进的
.
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