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摘 要

本文研究了非均匀圆柱型正交各向异性圆板的弯曲问题
,

求得了折算刚度随半径按指数 函 数

规律变化的非均匀圆柱型正交各向异性圆板在横向均布载荷作用下的通解
,

并给出了周 边 固定夹

支条件下的精确解
.

关抽词 非均匀正交各向异性圈板 过渡区 弯曲 精确解

一
、

引 言

近来由于复合材料在工程中的广泛应用
,

研究复合材料板
、

壳的弯曲问题引起了人们的

极大注意和重视
.

由各种材料的纤维缠绕
,

并用粘合剂粘合而成的复合材料圆板
,

从中心各

向同性点到直线正交各向异性区之 间
,

将出现一个非均匀的过渡区
.

对于这个过渡区的性质
,

D hoo Pa r 和 Si n h a 〔’〕
, ‘“二 用细观力学与实验方法粗略地研究 了其变化规律 , 范赋群和董万

林〔3二采用包络的办法
,

给出了过渡区随半径
r
按线性变化的规律

.

由于这个过渡区的变化规律还不甚了解
,

我们从梁的弯曲理论改考虑
,

给出了过渡区随

半径
:
按指数函数变化的规律

,

从而简化了计算过程
.

给出了在横向均布载荷作用的非均匀

圆柱型正交各向异性圆板弯曲问题的通解
,

最后求得 了本问题在周边固定夹又条件 卜的精确

解
.

二
、

基本方程和边界条件

在横向均布载荷 q作用下
,

圆柱型正交各向异性圆板的弯曲平衡方程
〔”二
为

:

坐
2

一�一
户;竺 +
a r

d M M
,

一从
r
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.
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其中
,

.

何福保推荐
。
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这里用了平面应力下的本构关系
:

a ,
= Q; : e , + Q : : 。。, 。。= Q , 2 。 ,

+ Q
2 2 。。, : , = Q

6 。, r e

圆板的抗弯刚度和在直线正交各向异性区的折算刚度的符号分别表为
:

(2
.

3 )

D
,

= Q : l h
“

八 2 = Q 1I
H

O犷
: =

Q贯
:

=

E
,

1 一v 神v0 ,
O雪 Ee

l 一 v 帕梦口,

(2
.

4 )
v 曰场

1一 V 闪v.
,

v.
,

E
,

1 一 p 神梦口
,

在中心处为各向同性点
,

折算刚度的符号分别为
:

Q全
: E

。

l 一 v Z ,

E
。

l一 v Z ,

E
。

l一 v Z
(2

.

5 )

其中E0
, v
分别为基体的杨氏模量和泊松比

.

从中心各向同性点到直线正交各向异性区的过渡区域内
,

这是一个非均 匀 的 各 向异性

区
.

我们认为这种非均匀性是 由环向纤维排列的不均匀性造成的
.

由梁的弯曲理论
〔咚〕1 / p 二

M / E l
,

这种排列的不均匀性与环 向纤维的弯曲刚度 E l 有关
,

还与缠绕时对纤 维施加的弯

矩M有关
,

则非均匀圆柱型正交各向异性圆板的折算刚度可表为
:

飞川J,rlJ月rIJ

卫EI
一Q ; 1 = Q贯

: + △Q
: : e x p

Q
: :

= Q食
: + △Q曹

: e x p

Q : : = Q贯
: + 八Q贯

: e x p

卜聋

〔
一

晋

(2
.

6 )

其中
,

M是缠绕时对纤维施加的弯矩
,

E 是环向纤维的杨氏模量
,

I是环向纤维的横截面惯

性矩
,
均视为常数

.

把环向纤维视作半径为
a
的等截面圆柱

,

且圆板厚度h二Za
.

则截面惯性

矩可表为
:

I =
与

。‘

4
(2

.

7 )

其中
,

A Q贯
:

== Q盆
: 一 Q亨

: ,
△Q贯

:
= Q全

: 一Q雪
: ,

么Q犷
:

= Q贾
: 一Q贯

:

将 (2
.

2 )式和 (2
.

6 )式代入方程 (2
.

1 )
,

则得

(Q全
:

+ △Q全
: e x P [ 一 r

/
。 ] )平

, 尹产

(2
.

5 )

+

告
〔(。。 + △。。 e x p 〔一 : / 。〕)一普

△。。

+

片
。(Q“ + △Q: e x p 〔一 / 。〕)一普

△Q九

e x p [ 一 r / 君] ]附
“

e x p 〔一 r / 。]〕W
,

= q r/ ZH (2
.

9 )
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其中
,

E 汀h 4

6 4 M

引入如下的无量纲变量 “, :

, 一

等
,

, 一
合

,

。一

器
,

: 一
泞

(2
.

10 )

(2
.

1 1)

则方程 (2
.

9 ) (略去符号
“

、
”

) 可改写为
:

r Z

[A + (l一 A )e x P [一 r / 。] ]附“ ‘

+ r [A + (l 一A )e x P [一 r / 。 ] 一 A ) e x P [ 一 r / 。] ]牙
“r一￡

一

+

卜
A +

! (‘一 B )一普(

一
A )

}
e x p 〔一 r / ·:

}才
,

q r s

/ e : (2
.

1 2 )

其中

h
2

忍寸= 一二二下厂丁一
一万不万 , 布 万- 。

月 =
b LI 一 v 一

)
一
七

一 ’

。 E. (l一 v Z

)
力 .

~

万尸石 一
-
一 丁一 又 , 己 =

乙 。气l 一 v r . v . ,
)

E
,

(l一 v Z

)
E

。

(1一 v , , , ,。,

)

E 汀 h
‘

6 4 MC

C是圆板半径
.

令

甲 = 附
‘

则方程 (2
.

1 2 )化为二阶变系数的微分方程
:

r Z

[A + (l 一A )e x P [ 一 r / 。〕〕甲
“

(2 一 3 )

+ ·

[
, + (卜 , )。X p

「
一

苍〕
一

石(‘一 A ,
。X p

「
一

二}」
,
‘

+

「一
, +

l
(1一。)一 : (

一
A )〕一

p

!
一

:〕}
甲

= q r s

/ 。登 (o《
r
《 l)

对于固定夹支的无量纲边界条件为
:

牙 1
, . : = o ,

附
,

!卜 1 == 0 ,

砰
‘

!卜
。

= 0

三
、

控制微分方程的精确解

方程 (2
.

14 )的齐次微分方程为
:

r Z [A + (l一 A )e x p [一 r / 。〕] 卿
“

(2
.

14 )

(2
.

15 )

+ ·

l
, + (卜 , )一 p

卜普〕
一

香“
一 A ,一 p

!
一

普〕〕
甲‘

+

!
·。,

, +

「(卜
B )一

普(

一
A )」一

p

[
一

普〕}
,

= 0 (3
.

1)

方程 (3
.

1) 在
: = 。处具有正则奇点

.

在此情况下
,

至少有一个 F ro b e ni u s 形式的解
‘。,
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乡 = 严艺 o. r. (3
.

2 )
- . 0

其中
,

系数a. 与 r
无关

,

可将指数函数展为幂级数
:

。X p

[
一
普]

一

鑫
。

翩
一

5)’
‘“‘

·

“ , t3
·

3 ,

将 (3
.

2 )和 (3
.

3 )代入方程 (3
.

1 )
,

可表为
:

r , co
, , ~ 、

.
、 , r co ,

r ’

L
A 十 “一“ , (买

。

土(
一

令) )JL层 ‘
· + a , ‘

· + 叮一 ‘’
“ ·r ’

“
一 ’

J

+ ·

[
A + “一 A ,

(鑫
。

瑞(
一

含)
’

)

一
普“

一 A , (冕命(
一

普)
“

)〕嫉
‘
· + · ,

一
’

)

+

〔一
A +

〔
“一 B , 一普‘一

A ,〕(鑫扁(
一
普)

’

)]

(鑫⋯⋯)
一。 ‘3

·

‘,

由方程 (3
.

4 )
,

使
r
的同幂次项的系数等于零

,

关于严的系数
,

我们得

[a , + v.
,

A + (l一 B ) ] a 。= o

令
r , 今’
的系数等于零

,

则得

(3
.

5 )

Q -
[ (1 一 A )a (a + l) + (1 一 B ) + (v 一均

r

A )] a 。

(3
.

6 )

使
r “ + ” 今“ 十 2

的系数等于零
,

。 [ (1 + a )
2 + v.

f
A + (l 一 B )〕

可得递推关系
,

·· ·

一{l瑟悬普
+ (卜 A )· +

一

击云魏
)

+ ‘

一
A , ,

]丈砰斋币(
一

省)
’ ‘’ ‘ ’

一

合以
1 一“) (

。+ 二 + a + 1) + (,

一
。,

月 )〕
a 。十。 + l

+ E
心 . 1

J - . + 拼 , ‘+ I
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‘ 。, + 1

+ E
‘ 一 I

了二
十价 一 ‘

, I ,
“

+ 1 、 I

[ (l 一 A ) (j + a + l) + (v 一 , 卜A )〕牛t一 二 )
a , 十 1
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忿I 、 己 1 J l
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, + (1一 B ) + ve

f
A 〕} (3

.

7 )
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其中具有负下标的
a ,
均取为零

.

由方程 (3
.

5 )
,

我们可看出
,

当a 。= o时方程 (3
.

1) 有
“

平凡解
” .

为了方便
,

取 。。二 l ,

则得

。 2
= B 一 l一 v e 一A (3

.

5 )

当 (B 一 l 一 均 ,
A )> 0时

,

上述方程的根容易求得为
,

a l ; a : = 士(B 一 l一 ve,

A )
’/ 2

(3
.

9 )

将方程 (3
.

9) 分别代入方程 (3
.

2 )
,

我们得两个线性无关的解
,

则通解可表为
:

切 = C :

艺
a 孟r ”+ a , + C

Z

乙
a
:

r ”+ a ,

(3
.

10 )

其中Ci
,

C2 均为任意常数 , 心
,

心是将a , , a :

分别代入方程 (3
.

6) 和 (3
.

7 )所得到的‘的值
,

它们均与
r
无关

.

一旦知道齐次方程的解
,

利用参数变易法可确定方程(2
.

14 )的一个特解
.

令特解为
:

中怜 = D ;
(
r
)甲

, + D :
(
r
)切

:
(3

.

1 1 )

其中切
; ,

恤是两线性无关的解
.

由方程 (3
.

1 1 )和 (2
.

14 )
,

得到关于 D :
(

r
)和D

:

(
r
)的微分方程如下

D ; (
r
)中

: + D 孟(
r
)中

: 二 0

D I(
r
)甲 : + D 二(

r
)甲; = g r 3 / 。l

} (3
.

12 )

因此有
,

D 二(
r
)=

D ; (
r
) =

甲: q r s

。
{(甲二甲

: 一 甲1甲二)

切 l q r s

。
贾(切二甲

; 一 甲2切 ; )

(3
.

13 )

(3
.

14 )

因为甲
:和恤是 已知函数

,

直接积分
,

可得方程 (3
.

13 )和 (3
.

14 )的解
,

。
,

(r )一 (一
‘

丝匕下下‘
r + 。,

J ￡三气切 i切2
一卯 1甲 : )

(3 一 5 )

刀
2

(r )一 (
,

J ￡ i

切l g r 3

(切 ;沪1 一 q7 2甲 {)
d r + 口

2

(3
.

16 )

把方程 (3
.

15) 和 (3
.

16) 代入方程 (3
.

1 1 )
,

可得非齐次方程 (2
.

1 4 )的一个特解 :

沪一

l偏飞麟焉闷
了dr + 。1

」
, !

+

[{
屯而群盆

, 、· + 。:

〕
, :

(3
.

1 7 )

到此
,

我们可把非齐次方程 (2
.

1 4 )的通解写为
:

切 = 口1甲1 + 口
2甲:

+

[{
卯 : q r 3 甲一q r 3

。
士(叫 甲 : 一 夕:甲二)

d ·

〕
, 1 +

〔l。
}(叫 甲 , 一 甲 :甲 ; )

(3
.

15 )

其中口
, = C : + 口1 ; 刃

:
= C

: + 口:
均为任意常数

.

方程 (3
.

15) 右边的第三项和第四项所含的积

分可化为有理真分式积分
,

分别把它们记为F ;
(r) ; F :

(r)
,

F l
‘
·

, 一

{
甲Z q r s

d一 F Z
‘r , 一

l又
甲l g r s

川币
:
二瓦如协

将方程 (3
.

15) 代入方程(2
.

1 3 )
,

并积分
,

我们可得方程 (2
.

12 )的通解
:
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乙
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r ” + 叮 z + 1

+

{(
F l (·)

鑫
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2

‘
·,

鑫
·“二

‘
一

)
“· + 刃

3
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.

1 9 )

将方程 (3
.

1 9 )代入边界条件 (2
.

15 )
,

可确定 常数刃
1 ,

口
: ,

刃
3 .

由 (2
.

1 5 ) 的第三个方程
,

因

为入< 一 1 ,

我们可知口
:
一 0

.

由 (2
.

1 5 )式前两个方程
,

可以得到
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鑫
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由方程 (3
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21 )
,

得到系数刃
;
为

:

E
a 孟+ F

:

(l ) (3
.

2 一)

刃; = 一 F l
(l)一 F :

(l )乙
a :/鑫

·“
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.
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把方程(3
.

22 )代入方程 (3
.

20 )
,

则得

刃3 = F :
(l)乙

a 二
” + a l 十 l

+ F :
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a 二
几 . 0

一

〔{仓
1
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(3
.

2 3)

最后将方程 (3
.

22 )
,

(3
.

2 3 )和口
2 = O代入方程 (3

.

19 )
,

可得挠度函数才 (r) 的精确解为
:
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Z

‘1 ,

鑫
· ,

/鑫
· :
)愈丽乳一

+

{(
F l
‘·,

鑫
·‘

一 )
“·

+

{仓
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因篇幅所限
,

本问题的数字结果与文献〔3〕的结果及其他结果的 比较
,

我们将另文讨论
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