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摘 要

本文中
,

我们引入转移开
、

闭集值映象的概念
,

推广了 � 一空间中的� � � 定理�’�
�

然后用所

得的结果证明了几个重合定理
、

匹配定理和向量值极大极小不等式
�

这些结论推广了近期文献【�
,

�
,

�
,

�
,

�
,
�」中的相应结果

�

关� 祠 转移开
、

闭集映象值 � 一� � � 映象 重合定理 匹配定理

一
、

引言和预备知识

本文中
,

我们将引入转移开
、

闭集值映象推广 �
一

� � � 定理
〔‘’�

然后用我们的 � � � 定

理
,

证明几个重合定理和匹配定理
�

最后用所得 的结论建立向量值极大极小不等式
�

首先给出一些定义和记号
�

设� 和� 是两个集合
�

用 �� 表示 � 的所有子集组成的族 , 用了 �� �表示 � 的一切有限子

集族
�

设 �
�

� , � � 是一集值映象
,

� �� �三 � �� �� 
� � 〔� � 对每个 , 〔�

,
�

一

勺� � � 任�
�

夕〔� �� ��
�

用� �� �和�� �� �
� �表示 � �� �的闭包和内部

�

定义 �
�

�〔今’ �
一

空间是一配对 ��
,

�厂
,

��
,

其 中� 是拓扑空间
,

笼厂 , �是给定的� 的一族

非空可缩子集
,

用� 中的一切有限子集编号
,

使得 当� � �时
,
厂

,

� 厂 , �

设��
,

�� , ��是 �
一

空间
,

集 � 〔 � 称为关于集� �� � 是�
一

凸的
,

如果对任何� 〔了 ���
,

厂‘� 刀 , 当� � 刀时
,

称� 是 �
一凸的

�

子集刀�� � 称为弱�
一

凸的
,

如果对每一� 〔了 �刀�
,
厂

,
仁� 是非空可缩的

�

子集 � � �

称为�
一

紧的
,

如果对每一� 〔了 �� �存在一个紧的弱�
一

凸子集 � 〔 �
,

使 � � � � �
�

定义 �
�

� 【
� ’
设��

,

�厂 , �� 是�
一

空 间
,

集值映象�
�

� , �� 称为�
一

� � � 映象
,

如果对每

一� 〔了 �� �
,
厂 , � � �� �

�

定理 �
�

�〔们 ��
一
� � � 定理� 设 ��

,

�厂
,

��是 �
一

空间
,
�

�

� , � �是 �
一

� � � 映象
,

使得

��� 对每一� 〔�
,
� �� 是紧闭的

�

��� � 存在一紧集 � �� � 和一�
一

紧集� � �
,

使得对每一弱�
一

凸集�
,

� � � �� �
,

有

�

张石生推荐
�
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门�� �� �门� ��� �

门� �� �今功

设��
,

�厂 ,
�� 是一�

一

空 间
,

函数�
�

� ”万称为拟 �
一

凸 �凹�的
,

如果对任意几〔万
,

集�� 〔

� �
���� � 朴 ��� 〔� 汀 ��� � 朴 �是�

一

凸 �凹 � 的
�

设�
,
� 是两拓扑空间

,

记� ��
,
� � � ��

�

� � �
� �
是 连 续 的 �

,
� 气�

,
� �� 笼�〔� ��

,

� �
� � 一 ’

映 � 中紧集为� 中紧集�
�

在本文 中
,

我们假设所有拓扑空间均是 � � � � ��� �� 拓扑空间
�

二
、

�
一
� � � 定理的几点推广

首先我们引入如下

定义 �
�

�〔� , 设� 和 � 是两拓扑空间
,
�

,
�

�

� ” � �是两个集值映象
�

��  � 称为在 � 上是

转移闭值的
,

如果对所有� 〔�
,

当� 〔� ��� 时
,

存在丫〔�
,

使得 。在瓦又
‘

�
�

�� �� � 称为在�

上是转移开值的
,

如果对所有的
�〔�

,

当, 〔� �� 时
,

存在�, 〔�
,

使得� � � �� ��
‘

�
�

注�
�

� 易知

�� � 一个集值映象是转移开 �闭� 值的
,

如果它是开 �闭� 值的
�

��� � 集值映象�
�

� , � �在� 上是转移闭值的
,

当且仅当 映 象 �
�

� ” � �
,
� ��� � � 入

� ���
, � 〔�

,

是转移开值的
�

���� � 如果 �
� � , �� 是� 上转移闭 �开� 值的

, �任� ��
,

� �
,

则
� 一 ’� �� , �� 在 � 上是

转移闭 �开� 值的
�

现给出�
一

� � � 定理的几个推广形式
�

定理�
�

� 设 ��
,

��
,

”是�
一

空 间
,
�

�

� , �� 是一集值映象
,

使得

� 在 � 上是转移闭值的
。

映象矛
�

� , ��
,

� � 〔�
,

尸�� �� 厕劝
,

是一个�
一

� � � 映象
�

存在一紧集� � � 和一�
一

紧集� �� �
,

使得对每一弱� 一凸集刀
,

� � � � �
,

有

日�厂呀)O D )c= L

))i)
·

1�
n
二U

了.、
‘

了.、‘户.、

门F (x )尧功

证明 易知映象,
:

介
2’满足定理’

·

‘的所有条件
,
因此由定理 ‘

·

‘知
,

刀厕碱
现余下的只需证明 口F (x) 一 n F (劝

.

.CX *〔 X

显然 门 F (x ) c= O F (x )*〔
X

二 〔X

.

假设存在某个g〔日厂冈
,

使得夕乙n F (x)
,

那么必有某个 尤

〔X
,

y 趁F (x )
.
由条件 (i )知

,

存在x, 〔X
,

使得 , t 厂
.
而乃

,

因而, 在 O 万而)
,

矛盾
,

故 有

澳 F( x), 这表明恶F( x) 气具F( x)门 F (x )c=
.
证毕

.

注2
.
2 定理2

.
1削弱了定理1

.
1中映象F 的紧闭性和H

一

K K M 条件
.
事实上

,

虽然 F
:X

”2x 不是紧闭的
,

但由X 是H au sd orf f空间知尸
:X 、2x 是紧闭的

.
故定理 2

.
1适当改进了
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〔4
,

定理l] 和〔7
,

定理 2〕
.
易证F

:
X , 2万在X 上是转移闭值的当且仅当 n F (劝 一 n 厂丈又)

.

以下简单的例子表明定理2
.
1并不包括于定理 1

.
1之中

.

例 设X = 【o
,

l 〕
.
定义F

:
X , 2x 如下

:
对每一

二〔X
,

F
( x) 是 区间〔x

,
1 〕中的所有有理

点
.
对每一A 〔了 (X )

,

令厂
,
一 c 。月

,

则 (X
,

{ 厂
,

} ) 是一H
一

空间
.
显然r

,
戊F (A )

,

故F 不

是H
一
K K M 的

,

且对几乎所有的 x〔X
,

F ( x) 不是闭集 (x = 1除外)
,

故不可用定理 1
.
1. 但

易知尸:X , 2x 是 H
一
K K M 映象

,

且F 在X 上是转移闭值的
.
令K = L = D 一 〔1/2

,
1〕

,

则定理

“
·

’的全部条件满足
,

帐口
xF (x )斗武 事实上刀

xF (x )一 { ‘}.

由定理2
.
1, 我们立即得到

推论 2
.
2 设 (X

,

{ 厂
,

} ) 是 H
一空间

,
F

:

X , 2x 是集值映象
,

满足定理2
.
1 的条件 ( i) 和

(11)以及以下条件 (111)

(ii i) 存在H 一紧集K c= X
,

使得 n 厂又又)是紧集
.
则 n F (x) 斗功

.
:〔 K r C X

定理2
.
3 设(X

,

{ 厂
,

D 是一H
一

空 间
,

Y 是拓扑空 间
,

F
:
X o Zr

, s 〔C 气X
,
Y

)

.

如 果

( i)
F 在X 上是转移闭值的 ,

( 1 1 ) 映象
s一‘

F
:
X ”21是H

一
K K M 映象 ,

(ii i) 存在紧集L c= y 和H
一

紧集K 〔 X
,

使得刘每一弱 H
一

凸集D
,

K 仁 D c X
,

有

n (F 酥) n
s(D ))c= 乙

则

证明

件(111)有

日桩 D

n F (
x
)
今娇:任 X

由条件 (i) 和注2
.
l( ii i)

,

我们知道映象f
’
F

:
X , 2x 在X 上是转移闭值 的

.
由条

门 (
s一 ‘

F
(
x
) 门D ) c= 日 (

s 一 ’
F

(

x

) 门D )

:

口
。 s

一 ‘

(
F

(

x
) n

s
( D ) )

=
:
一 ’

( 门 F (x ) 门
s
(D )) c

:一 ‘
( L )

f

’

( L)
是X 中紧集

.
这样由定理2

.1知
,

因而 n F (x) 今功

n “ 一 ’
F (劝 今功

.

定理2
.
4 设(X

,

{ r

,

}) 是 H
一空间

,
F

,
G

:

X ” 2x 是两个集值映象
,

使得

( i) G 在X 上是转移闭值的
,

且对每个x〔X
,

F ( x) C G
( x)

.

对所 有 , 〔X
,

扭〔X
:g

〔F (劝}是H
一

凸的
.

( ii ) 对每个
x〔X

,
x 〔F (x)

.

(iii ) 存在紧集L 仁X 和H
一
紧集刀

,

K c= D c= X 有

门 (G (x ) 门D )仁 L

n G (x) 斗必

证明 我们仅需证映象口
,

X ” 2叉是H
一

K K M 映象即可
.

在某个A 任了 (X )
,

使得对某个夕〔厂
, ,

y 〔 n G (x) = G (A )
.
假设口不是 H

一

K K M 的
,

则存

因 此 , 花G (A )O F (A )
.
于是

有A 〔 {x 〔X
, 夕〔F (x) }

.
由条件 (i )知r

, 仁 {
“〔X 心〔F (x) }

,

故 , 石F (功
.
这与 条 件 (11)

矛盾
.
证毕

.

定理2
.
4推广了[4

,

定理2〕和其他文献的相应结果
.
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三
、

应 用

在这一节中
,

我们应用所得的H
一

K K M 类定理证明一些重合定理
,

匹配定理
.
然后用这

些结果建立几个向量值极大极小不等式
.
这些结论推广 了〔l

,
2

,

4
,

5
,
6

,

月中的相应结果
.

定理3
.
1 设 (X

,

{ 厂
,

} ) 是 H
一

空间
,

y 是拓扑空 间
,

G
:

X , Zr ,

使得

( i) G 在X 上是转移开值的
.

(i i) 对每个 , 〔Y
,

G
一 ’

g 是非 空H
一

凸的
.

(iii ) 存在H
一

紧集K c X
,

使得Y \ U in tG (x) 是紧的
.

:〔K

则对任意
s〔C 气X

,
Y

)

,

存在云〔X
,

使得
;
(幻〔G (幻

.

证明 定义映象F
,
X ”Zr如下

,

对每一个二〔X
,

F (
x

)
= Y \ G (

戈
)

则由条件(i )知F 在X 上是转移闭值的
·

集合刀
二

了爪了一 刀
二

下又‘(幻
-
一Y \

:

警
二
i“七G (‘)

是紧集
.
因此对每个弱H

一

凸集D
,

K c= D c x

,

U ( 了了无、
一

n

s

( 刀))c= 门 (了1牙了门
s (D ))c 门 万万又下

二〔 D
“

一

: 〔 K

”
‘ 〔 K

如果对某个
s〔C 气X

,
Y

)

,

映象 尸厂万X , 2叉是 H 一
K K M 的

,

则由定理2
.
3知

,

n F
( x)

今诱
.

:〔 X

由此可知G (X )今 Y
,

这将与条件 (i i) 矛盾
.
所以对每个正C 气X

,

Y
)

,

存在A 〔了
:
(X )和牙〔厂 , ,

使得 , 〔万
二

序而团一因此
, 屯
:一 ‘

F
(
A

)

, ;

( 幻 〔F (A )
.
故A 二G

一 ‘

(s (幻 )
.
由G

一 ‘

(s (幻 )的H
一

凸

性
,

有F
,

c= G
一 ‘

(

;

(
至
) )
.
故至〔G

一 ‘

(

s

(
云
) ) 即

s
(牙)〔G (牙)

.

定理3
.
1推广 了〔5

,

定理1〕和 〔6
,

定理6]
.

当X = Y
, ; 二 I x时

,

我们有以下不动点定理
,

推广 了〔1
,

定理 1〕
.

推论3
.
2 设 (X

,

{ 厂
,

}) 是H 一空间
,

G
:

X , 2x
,

使得

( i) G 在X 上是转移开值的
.

(ii ) 对每个g〔X
,

G
一 ’, 是非空且H

一

凸的
.

(iii ) 存在 H
一

紧集K C X
,

使得X \ U in 七G (x) 是紧集
.

二
K

则存在至〔X
,

使得至〔G (幻
.

定理3
.
3 设(X

,

{ 厂
,

} ) 是H
一

空 间
,

Y 是拓扑空间
,

G
,

F
:

X , 2r
, s 〔C ,( X

,
Y

)

,

使得

( i) G 在X 上是转移开值的
.

(i i) 对每个 , 〔Y
,

G
一 ’
川卜空且F

一 ‘g 关于G
一

匆是H
一

凸的
.

(11 1) 存在 H
一

紧集K c= X 和紧集L c Y
,

使得对每个弱 H
一

凸集刀
,

K C 刀c X
,

有

Y \ U (in tG (x)门
s
(D ))c= L

二 〔 D

则存在眨X
,

使得
;
(幻〔F (幻

.

证明 定义映象T
:
X , 2了如下 : 对每一个x〔X

,
T

( x)
= y \ G

( x)

类似于定理 3
.
1的证明

,

可 证对每一正C权X
,

Y
)

,

厂可
:X , Zr不是H

一

K K M 映象
.
因此存在

A 〔了
;
(X )

, 至〔厂A
,

使得
:
(幻〔T (A )也就是A c G

一 ‘
(
:
(幻 )

.
由条件(ii )

,

有至〔厂 ,
c= F

一 ‘
(
:
(幻 )

即s(牙)〔F (至)
.

现给出一个匹配定理
,

推广 了〔6
,

定理2〕和 [2
,

推论 l〕
.

定理3
.
4 设(X

,

{ 厂
,
玲是H

一

空 间
,

y 是拓扑空 间
,

G
:
X * 2r

,

使得

( i ) G 在者上是转移开值的
.
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( 11) G (X ) = Y
.

(iii ) 存在H
一

紧集K c X 和紧集L C Y
,

使得

Y \ 0 in tG (x) c= L

则对每个正C
朴
( X

,

Y
), 存在A 〔‘(X )

, ’〔厂” ,

使得
“
(
’
)〔
:

见G(
‘
).

证明 对每个x〔X
,

令F (x )= Y
、

\ G ( x)

.

则F
:
X 、Z

r
是转移闭值的

.
对每个

s〔C 权X
,

Y)

,

每冷弱 H
一

凸集D
,

K c D c x

,

二

口
。

下瓜) n
“
( D ) C=

二

见F (
x)一 Y \ 二

城‘
”七G (X )C L

若 对某 个
S〔C ,

( X
,

Y
)

, 一

否亏
,

X ”2x 是H 一
K K M 的

,

则由定理 “
·

“,

有
二

叹F (x) 今或

从而G (X )斗Y
.
和(i i) 矛盾

.
因此存在A 〔了 (X )

, 云〔厂
, ,

使得至〔:
一
r户(A )

.
故 x〔

“一 ‘
F

(
A ),

s
(至) 〔F (A )= Y \ 门 G (x ) 即

s
(工)任 门 G (x )

.

定理 3
.
5 设 (x

,

{ r
,
}) 是 H

一

空间
,

y 是拓扑空间
,

(
E

,

寸)是拓扑 R i
eoz 空 间

,

这里c

是一闭锥且价斗功
.
设a

,

刀〔E
,

f

,

g: x
x

y , E 是两函数
,

使得

(i) 对每个, 〔y
,

{
二〔x

:
f (二

,

功〔二 + 户}关于{、〔x
:
抓 二 ,

功 〔刀+ 亡}是H
一

凸的
.

11) 对每一 (x
, 夕)〔x

x 犷
,

当g (二
, , ) 〔刀+ 亡时

,

存在x
‘
〔x 和夕的邻域产勿)

,

使得对

所有
:〔产(y)

,
g

(
x
‘ , z

) 〔刀+ C
.

(11 1) 存在H
一

紧集K c X
,

紧集L c Y
,

使得

M 一
:

期妖Y:
。(x

,

厉吞斤汐下以
则以下之一结论成立

:

(a) 对任意
s〔C 气X

,
Y

)

,

存在托X
,

使得

f (至
, s

(
忍) )〔a + C

(b) 存在夕任M
,

使得对所有x〔X
,

以x
,

豹 〔刀十 C

证明 定义尸
,

G
:

X , Zr 如下
:
对每个x任X

F (x ) = {夕〔Y
:
f (x

,
y

)
〔a + C }

G (
x
) = {y〔Y

:g (x
,

y
) 〔刀+ C }

若结论 (b) 不成立
,

则对每个y〔M
,

有:任X
,

U G
(
x

)

.

使得 夕(
x , , ) 〔刀+ 亡

,

也就是 。〔‘(x )
,

故材c=

召 〔X

由 M = 门
〔 K

= Y \

{
, 〔Y :g (

x , , ) 〔刀+ 亡}= (Y \ in tG (x))

U in tG (x)c= U in tG (x)

故Y = G (X )
,

故对每个, 任Y
,

G

一 ‘
y 不是空集

.
现在

,

( l) 对每个夕任Y
,

G

一 ‘

川卜空且F
一 ‘, 关于

G 一 ’, 是H
一

凸的
.

( 2 ) G 在X 上是转移开值的
.

( 3 ) 存在H
一

紧集K c= X
,

紧集L 二Y
,

使得Y \ U in七G (x ) 〔L
.

由定理3
.
3 , 对任意

s任C 气X
,

Y
)

,

存在 矛任X
,

使得
:
(幻〔F (幻

,

推论 3
.
6 设(X

,

{ 厂
,

} ) 是H
一

空间
,

f

,

g: X
x

X ” (E
,

C
)

R ie sz 空 间
,

C 是闭锥且 C 今必
.
如果

( i ) 对每一 (
x , , ) 〔X

x X
,

f (
x

, 夕)《g (x
, , )

.

即f (至
, s

(
至
) )〔a + C

.

是两个函数
,

这里E 是拓 扑



李 秉 友 苏 家 宝

(ii ) 对任何, 任x
,

几〔E
,

林〔x
:
f (x

,

功〔几+ 户}是H
一

凸集
.

(iii ) 对任何 咬x
,

功〔X 又
X

,

当川
x ,

功〔义十 C 时
,

存在
x ’
〔X 和 , 的邻域厂(功

,

使得对

所有
z〔厂 (, )

,
g

(

x ‘ , z

)
〔凡+ C

.

(iv ) 存在H
一

紧集K c= X
,

使得集
二

几{
“任X

, 。(x
, 。) 〔又十‘}是紧集

.

则以下结论之一成立
:

(a) 存在妊X
,

使得对所有x任尤
,

g
(
x

,

列 〔凡十 〔

(b ) 存在 , 〔x
,

使得f (,
,

幻〔几+ 若
.

证明 在定理3
.
5中

,

令X 一 Y
,

a ~ 刀~ 几任E
,

:
~

Ix

.

由条件 (i)
、

(
ii

) 可以 证 得定理

3
.
5中条件(i) 成立

.
定理3

.
5的其他条件也成立

.
故结论 由定理 3

.
5立得

.

当E = 万
,

f
= g 时

,

有

推论3
.
7 设 (X

,

通厂
,

}) 是H
一

空间
,

f: X
x

X , 左是一函数
,

使得

( i) f在刀处是 , 一转移下半连续的
,

即 : 对所有x〔X
, 夕任X

,

当f (
x ,

川> 丫时
,

存在
x ‘
〔

X 和刀的邻域厂(, )
,

使得对所有
z〔产伪)

,

f (
x

‘ , :

) >
y

.

(i i) 对每一 固定 的, 任X
,

x
~ f (

x
,

功在 X 土是拟H
一

凸的
.

(iii ) 存在H
一

紧集K c= X
,

使 得

几
一

而〔无刁(不功丈于} 是紧集.贬不 一

则以下结论之一成立
:

(a) 存在忍〔X
,

使得f( 无 ,

幻 > 夕
.

(b) 存在妊X
,

使得对所有x〔X
,

f (
x

,

豹《下
.

定理3
.
5和推论3

.
6 ,

3

.

7 分别推广了 [2
,

定理5〕
、

[
4

,

定理 3」
、

[
7

,

定理4〕
.
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