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大变形对称弹性理论的广义变分原理
’
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�洛阳水利工程研究所
,

�� ��年�月� 日收到�

摘 要

本文以陈至达提出的变形几何非线性理沦 �’〕为基础
,

应用 � �� � � � �� 乘子法
,

对大变形对称弹

性力学问题进行了研究
,

给出了相应构位能广义变分原理
、

余能广义变分原理
,

以及 动 力学问题

的广义变分原理
�
同时

,

文中还证明了位能广义变分原理和余能广义变分原理为等价性
�

关旅词 动力学 大变形 自变函数 广义变分原理

一
、

引 言

非线性弹性力学问题分为材料的物理非线性和变形的几何非线性
�

在几何 非 线 性 问题

中
,

若考虑体矩
,

则称为大变形非对称弹性力学问题 � 本文不考虑体矩
,

故称为大变形对称

弹性力学问题
�

几何非线性理论是研究变形体空间运动与变形的准确的数学理论
�

在大变形理论 中
,

形

变梯度包括应变张 量与转动张量两部分
�

在经典大变形理论 中
,

通常采用� �� � � 应变张量和

� �� � 、。
劝

�
平均整旋角来描述 , 在乘积分解定理中

,

是把 变换分解成形 变 与 转动乘积的形

式
�

我国陈至达提出新的变换分解定理
,

是把运动变换分解为 应变张量与转动张量的直和形

式
,

给出了应变张鱿与转动张量的显式表达式
,

从而解决了变形几何非线性的理论问题
�

根据钱伟长
“ ,

一
“,
提出的

“

广义变分原理 的泛函
,

可以 系统地采用� � � �� � � � 乘子法建立
”

的途径
,

我们可 以把文口〕变形了
。

河非线性的
�盯究成果

,

用来建立大变形弹性力 学 问 题的各

种广义变分原理
�

在这方面
,

郭仲衡
’

‘’
、

陈至达
� � ’

、

戴天民 旧 ’
等已相继提 出了非线性理论的

各种变分原理
�

本文就是在陈至达提出的变形几何非线性理论的基础上
,

应用钱伟长提出的

� � � �� � � � 乘子法
,

建立了大变形弹性力学问题的位能广义变分原理
、

余能广义变分原理
,

以及弹性动力学问题的广义变分原理
,

同时还证明了
,

在大变形理论中
,

从最小位能原理出

发导出的位能广义变分原理和广义 余能原理二者是等价的
,

它 们泛函之 间只差一个符号
,

从

而又一次说明钱伟长提出的等价性定理
,

在大变形对称弹性力学中也是适用的
�

二
、

基 本 方 程

本文采用拖带坐标系
�

因此
,

研究弹性体的变形就是研究拖带系的变换
�

设一个变形体

汤

钱伟长推荐
�

�� ��年�月� 日第一次收到
�
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的初始位形为�
。

�未变形前 �
,

占有空间区域口
。 ,

界面为 �
。 �

经 � 变换后

� � �
。

、�
,
口

。

、口
,
�
。

一�

� 一 �
。

� �
, ,
�

。

门� , � 功

大变形弹性力学 问题的基本方程 �参见 ��〕� 可表达为

物理方程
�

� 任, � � �于� 二 �在口内 �

�

—
应力张量

,

�

—
应变张量

,

�

—
弹性系数张量

�

平衡方程
�

� 山 , 一 � 任, �
‘一户�, � � �在口内�

�

—
形变体密度 �以形变后单位体积计�

,

�

—
加速度矢量

,

�

—
体力矢量

� 气, � � �
‘,
� �� � �在口内�

�

—
体矩矢量

�

��
�

��方程指明应力是对称的
,

体矩为零
�

几何方程
�

应变分量

��
�

��

��
�

� �

��
�

��

� �一 冬�
“ ,
�
‘� “, �亨�一 �

, ‘乙‘, ��一 。� �。� �在。内�
乙

��
�

��

平均整旋角

� � 干 � � � � �� �一。毛。二�
’
八

一、� � � � ‘�

�遥
一

��
。�

一
。 �
�, �

� � �
。�
�
� 一 “�

‘��
�

� �
“ �
�
� 一 “�

���
�

〕
�
‘
�

� ��
�

��

砂�
‘

是变形体中一点位移护的协变导数
,

转轴 �方向余弦

�在口 内�

创 �节为
“了�

‘

的转置张量
。

“ 一

儡
一 �

,

。�二之
一

�
。, �

‘
一 。, �节� �在口内�

‘
��

�

� �

边界条件
�

口竺, � , � 乡, �已给定
,

在� , 上�

砂 � 耐 �已给定
,

在�
�

上�

��
�

��

��
�

��

当变形体发生大变形时
,

其微元体的体积及表面积将发生改变
,

由于拖带系本身尺规改

变
,

诸张量本身往往 不是标准物理量纲度量的量值
�

因此将涉及到变形后位形上的量
,

换算

成物理分量的问题
�

故以上各式之量在工程计算中
,

必须采用物理分量
�

各物理分量为
。 � ,

� 口�� ,

。 二’一 仃 几’衬汤
而厂 ��

�

��
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、�产、�声�� ,且,��,占
� �口

。, , 》 � ,
, �

一
� �

—
一� �’口、 � “ �

乡�
。, 一� , ”, , 一‘

·

“
。

, “一 � � ““,

�
一一碑心,‘

。夕

“一 士� � � � ,

�� 合
〔�‘� ,� 一 , � ���

�
� �。

�

一
“� ���

�

� �。
�
, �一。

�

���
�
〕
�
‘
�

�
�“一

儡
。�,

’

一
, ”犷,

��
�

���

��
�

���

� 扩示二 �
。

斌厉
��

�

���
、矛」

寸曰
白���� 。� �夕

。

小 � �

式中

� 。

为未变形前单位微元体积的质量 ,

口
“ , ’,

夕
‘,
为未变形前曲线坐标系的度规张量 ,

� “ , ’ , � 、‘, �为变形后 曲线坐标系的度规张量
�

我们考虑形变为纯弹性
,

而且弹性模量� 为常数 , 故弹性能量之值与形变路径无关
�

所

以我们可以采用形变后的位形为讨论根据
�

本文工作是将上述问题之求解化为用变分原理表达
�

三
、

大变形对称弹性力学问题的变分原理

�一�
、

大变形对称弹性力学问肠的位能广 义变分原理

满足大变形对称弹性力学问题基本方程的 � ,
�

, � , � 的解
,

必使下述泛函�
,
为驻值

。 � � � �。二 。
�
。 , � � , 二 , � 、、 � � � 「

�

叼 , � 上
‘心 , , ,

�

二
� , , , � 、

�� , � �
。

气万七 云�。 ‘。 石一 � � ’“
‘

� � 。才一�
。

�
。 云一 丁 �“

‘

, ‘� “‘

�� 

� � � , � ‘, �� 一 � 。� ��〕。 �
, 、。一
�
。

�
� , 一 。, �。 , , , ‘、� 一 �

。
, , � , 、�

� 口 “ � � �

证明 我们采用� � � �� � � �乘子积
, �定义在口域内� 和拼

, �定义在位移边界 �
“

运动几何方程和位移边界条件合并到大变形弹性体的位能泛函中
,

得到

��
�

��

上 �
,

将

� 卜�
。

�合
� , , � ��卜

, �
, 一
�
�“ �

几�
� 卜告‘

一 ,
‘� 一 , , ,

� � , , � ‘, ��一 。。5 0门、、, 、。 +
f

。

(
“ , 一 。,

) 。
, 、s 一

[

。
, , 。 ,

d s ( 3
.
2 )

J J O . J O P

式 中的独立变量是S 二
,

耐
,

O
,

双 , 和拼, .

对 (3
.
2) 式求变分

,

得

‘H 二一

J

。
(
a , , “S ‘一 p f

‘
“

,
, d“ +

J

。

〔
S卜合‘

一 ,
, + 一 ,犷,

+ : , , : ‘, (卜
coso门。,

, , 、。+
{

_
, : , 。「s卜冬(

“, , ‘+ “ ,
.护)

J J曰 卜 ‘
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+ L ·
, L

‘

, (卜
eos“)〕
d“+

J

: 。

(

·, 一。,
) “;

,
d s

+

I

,
:
。,
“

,
d s 一

I

: , , , 。一‘s
(3
.
3)

利用G r ee n公式

一

省J
。‘, ,

“
·
”

。
, d“一合Js

, + :
.
“, , “
一
ds+
合J

。“, ,
‘
·
“

,
d “

一

奋I
。“”,

“一 , , , d“一乡工
,

+ :
。

“件“一
ds+
告丁

。“件 ,“
,
d “

(3
.
4a )

(3
.
4b )

对于一般弹性力学
,

应力分量可分解为对称与反对称两部分
:

a 少, = a 吧,
+ a 吧,

B a

对称 反对称

;
‘a , , + “

悠’

g
”, 一

合(
a, , 一a竹)

对称成份使形变体产生应变
,

而反对称部份使微元体转动
.
因

几任,
L
。
( L

‘七= 几艺‘L . 叮L s 于= 几:‘L 。艺L ‘亏

所以有

(几任
, 一几悠)L

,
{ L

‘少sin s占0 = o

在对称弹性力学中
,

此项变分量为零
,

故应有

口色,

.

= o
,

a 扭, = 。气, ,
a 气,

= a
;

将 (3
.
4) 式代入 (3

.
3) 式中

,

整理后可得

‘H 卜I
。
(
。 , ,

+ ‘”,
) ‘S :d “ +

I

。

l (凌
“, ,

!
‘
+

省
, 件}

‘

)

一。,
小

· ,
d “+

丁
。

;

( “与一“i.t )L
·
:
L
‘, “‘n “““d“

+

J

。

f

s 卜 ;
(一 {‘ + 一 }:卜L

· ‘L
‘
”( , 一

。0 5“, 〕
““, ,

d “

+
f

。

(

“, 一。,
) 。。

, 、s 一仁r:(只, , + 、
f
愁)

。,
+ ,

,

l

o
u ,、s +

J J ‘
J O P L ‘ J

+

1

5
‘

!

;
, 一

咨
一

( “吃
, + “竹)一〕

“一d s

由占H 二= o的驻值条件
,

可得

L ag ra n g e乘子的物理意义
:

(3
.
5)

又色, ~ 一仃充,
( 在月内)

; , 一

合以:
, + ;

: )
· ‘

一
, ·‘ 、在s

。

: ,

}
( 3

.
6 )

应力对称条件
:

刹
, 二几悠 即a 誉, = a

;
‘

( 在口 内) (3
.
7)

将L ag ra n g e乘子双 ,和拼J所代表的物理量代入式 (3
.
5) 中相应的各项

,

可得到
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平衡方程
:

。吃,
}
.

+ P
f

, ~ o

几何方程
:

(在口内) (3
.
8)

s :一粤(
。 ,

: +
: ,

r , ) 一 :
.
1乙‘, ( 1一 。o s e ) (在。内)

‘
(
3

.

9
)

位移边界条件
:

砂一
, = o (在S

一

上) (3
.
10)

力边界条件
:

司
, ”‘一 , , = o ( 在S , 上) (3

.
11)

在证明中用到了物理方程
:

a 巴, = C 华份S 二

由上述可以看到
,

由(3
.
2)式的驻值条件

,

可得到求解大变形对称弹性理论 问 题的全部

方程
。

最后
,

将L ag ra n g
e乘子所代表的物理量代入 (3

.
2)式中

,

可得到大变形对称弹性力学

间题的位能广义变分原理的泛函 (3
.
1)
.

(二)
、

大变形对称弹性力学问厄的余能广义变分原理

满足大变形对称弹性力学问题基本方程的u
,

e

,
S

, 叮的解
,

必使下述泛函H
c
为驻值

。
。
一

J 音
一 c

:
a :a ; + L

·‘L ‘
, ‘, 一 c o “

·
, 口 , ,

]

d “

口

+

工
(a, ,

,
‘
+ p

f
,
)
·, d “ 一

Js

,
(

a , , 。‘一 , ,
)
·, d s 一

丘
。
。 , , 一 , , d s

现在我们进行证明
.
对(3

.
12)式求变分

,

可得

‘H
。
一

L

〔S ‘+ L ·‘L ‘, ‘, 一 c o ““, 〕‘a ’
,
d “

+

J

。。 , ,
L
·‘L ‘

, : ‘n ”““d “ +

丁
。
(
a ‘, 一+ 。,

,
) “一d“

+

L

一‘(。 :
,

}
‘
) d “一

Js

p
(
a :
!

一 ,
,
, “一d s

一

{

。 。, 。。 : , 。“s 一【
。 。, 。。 , , , : ‘、s

JJ P J 0.

利用G r ee n公式

(3
.
12)

(3
.
13)

「
二 , 几 I , ‘ ,

_
、 、门 _ f

1 u
JO LU ,. J I ‘) d 占才 = l

J O J

S p + S
-

。, 占。 :
, , “s 一

{

。 ,
!
‘。。:

, ‘。

J g
(3
.
14)

将(3
.
14)式代入 (3

.
13)式

,

整理后可得

。二
。
一

J

。
(
a , , 一 C

:
S ;)“S ;d “ +

J

。

[

S 卜 合(
一 ,

‘
+ 一}: ) +

+ : · : : ‘, (卜
eo:”)

}
“ , , d “ +

J

。

一(
a‘,
一;

‘
) L , ·L ,

。
·

,
:

i
n

e o a ‘。 +
{

_
(。: ,

l
‘
+ 。l

,
) 。
。“口 一

{

。
(
。: , , 。一 , ,

)
。。, 、s

诀 曰 砂 口P
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+

J

s 。

(

一
“, , “a , , ”‘d s

由d刀
。
= o 的驻值条件

,

可得

(3
.
15)

、.、护.户
口

、.户、.夕‘、.户口内O厅.只QU八Ij,1,.玉,1
.i.n乙

..

⋯
qJOJ工宁JnOOJ了.、矛‘‘、

r

、了.几、矛‘、
S 二一 仓(

“,
l
‘
+
“,

}亨) 一 L
, 了L

‘

七(’一 c o s o ) (在。内)

a资,
= 。 ;

‘
(在口内)

。与】
‘
+ p

f

,
= o (在口内)

。}
, , ‘一 万,

= 0 (在S 一上)

砂一 泣,
= 0 (在S

。

上)

由上述证明可知
,

从 (3
.
12 )式取驻值条件

,

可得
: ( l) 静力平衡条件

,

(
3

) 应力对称条件
,

(
4

) 力边界条件
,

(
5

) 位移边界条件
.

(三)
、

两个广义变分原理的等价性

将前面得 到的两个广义变分原理 的泛函相加
,

得

(2 )几何方程
,

H

,
+

H 一
I
。

l 奋(
一 , ‘+ 一 }, , a , , + a , ,

一 〕
d“

一

丁
s。
一

, , 一d s 一

J

s , a , ,

一
ds (几.2 1)

由于

J

。

l合
(一 卜+ 一 :, 。吃, + 。 , , “一

〕
d“

一

J

。〔· ,
,
‘a , , + a , , ,

‘· , 〕““

一
f
(
u , 。

:
,

) r

‘
、。 一

卜
, 。:

, 。‘、s .3
.
22)

S 户+ S
。

将(3
.
22)式代入 (3

.
21)式中

,

可得

11
,

+
H

。

二 o ( 3
.
2 3 )

从而说明了钱伟长等价定理在大变形对称弹性力学问题中也是正确的
,

即位能广义变分

原理和余能广义变分原理
,

它们的泛函是等价的
,

两个泛函之 间相差一个符号
.

(四 )
、

大变形对称弹性动力学问厄的广义变分原理

满足大变形对称弹性动力学问题基本方程的
“ ,

0
,

S

, 叮的解
,

必使下述泛函H
。
为驻值

几 一

广仃
。

扣
‘, “

姗
一

I

。

C

c

灿
“‘一从

·’

)
翻

+
I
。

〔
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;

‘一 }
‘
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!
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d “

+

I

: :‘一
“, , 。 , , 一d s +

丁
:, , , 一d s

}

d ,

(
3

.
2 4 )

根据H am ilt o n原理
,

可构造下述泛函

H 卜
I::仃

。

凌
。‘, “,

d “ 一

J

。

(奋
C凭S‘S ‘一 。‘

, ·’

)

d “

一
( 「:卜 支(
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‘
十 : , 一:) 十 :

* :: ‘ , (卜
eoso)l

a , , 。。

J 曰L ‘ J
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一
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式 中的独立变量是S 二
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,
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对(3
.
25)式求变分

,

得
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: { L I

。“, +

邀
‘a , , “+ a ,萝“, 一 。f

,

〕
·

、 ,
d 。

}

‘卜厂:{几合
‘a , ,

一 , 节, L
· , L

!
, s‘n ““”d“

}

d ‘

一

J ::仃
。

f

s

卜音
(一 ,

‘
+ 一 , , , + L ·

‘L
‘

, “

一
“,

]

“a , ,
d “

}

d‘

一

I ::仃
。
(
。 , , + · , ,

) “S :d “

}

d 、一

I :: {丘
。

‘一
“, ,““

,
d s

}

d ‘

+

f ::仃
:,

!凌
(· , , + ·‘, ,

, : ‘
+ ,

,

〕
“一d s

}

d ‘

一

I ::仃
:。
【,

, 一

专‘
· , , + ·”, 二 ,

]
“·’“S

}

d ‘

(3
.
2 5 )

( 3
.
2 6 )

由dH 孟= 0的驻值条件
,

可得

川 ,
= 一 口与

(在口内) (3
.
27)

、

L
r.沙

‘..

=

a 全兮即a 色
,

= 。

一

凌
(a, , + a : ; )

, ‘

一
a, , , ‘

(在S
·

上 )
(3
.
28)

J, .才口
口召
.

将L ag ra n g e乘子a
., 和刀

J
所代表的物理量代入(3

.
26 )式中相应的各项还可得到

:

口 . , 一 a 任, . ‘一 p f
, = o ( 在口内)

s := 之(
u,

!
。+ 。 ,

l犷)一 乙* :丈
‘

于(1一 。0 5。) (在习内)
艺

(
3
.
2 9 )

(
3
.
3 0

)

。 , 一 石,
= o ( 在S

。

上 ) (3
.
3 1)

a 吧, n ‘一 乡,
= o ( 在S

一

上) (3
.
32)

上述证明了
,

由 (3
.
25 )式取驻值的条件

,

可得
: ( l) 动力平衡方程

,

(
2

) 几何方程
,

(
3

) 位移边界条件
,

(
4

) 力边界条件
,

(
5

) 应力对称条件
.
证明中用了物性方程

.

最后 将L ag ra n g e乘子所代表的物理量 代入 (3
.
2 5)式 中

,

可得到动力学问题广义变分原

理的泛函 (3
.
2 4)
.

以上我们 应用陈至达的应变
一
转动 (S

一
R )分解定理

,

给出了大变形对称 弹 性力学问题的

三个变分原理
: 位能广义变分原理

,

余能广义变分原理
,

动力学问题的广义变分原理 , 同时

还得出钱氏等价定理也适用于大变形对称弹性力学问题
.
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a [1 ]

,

L
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