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摘 要

本文分别对LQ控制问题及非线性控制问题建立了约束变量的正则方程
,

进而讨论了等式 约

束和不等式约束时约束变量的极值原理
.

最后通过例题验证了本文所得到的结论
.

本文工作为受

约束L Q控制系统及非线性控制系统的深入研究打下了基础
.

关扭闷 变分原理 正则方程 参变最

一
、

引 言

计算结构力学与最优控制模拟理论的建立及其发展
〔’ , 名’,

为两门学科的相互渗透 打下了

基础
.

变分原理
,

特别是一般变分原理
〔3 , 路’,

为计算结构力学及有限元的发展提 供 了强有力

的理论工具
.

同时应该注意到
,

最优控制理论也是密切地依赖于变分原理而发展起来的
.

因

此从变分原理角度来研究和认识这两门学科很有必要
.

本文讨论了变分原理在受约束控制系统中的应用
.

所得结论为L Q控制系统及非 线性控

制系统的深入研究打下了理论基础
.

二
、

线性约束L Q控制问题

离散L Q控制系统的动力学方程为
: “, “’

x 一+ : = 必林. + 厂一“. x 。 = 给定向量

价值泛函为

(2
.

1 )

为I一 1

J二 令x丁尸
, x , 十 会犷 (x 了O

‘
二

‘

、 。牙p J
L 、

(2
.

2 )

、.声

八J
.

n‘
口夕.、

其中
,
必. 〔户

’“ , r . 〔R
” ‘

、 R , 任R 价 ’“
为对称正定阵

, 0 . 〔R
“ ’ .

为对称非负阵
.

系统所受线性约束为

c. (x.
, “,

) = C一
x . + C一。, + C o .

《o

.
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先讨论等式约束情况
,

价值泛函分别对方程 (2
.

1) 和 (2
.

3 ) (取等号) 引入 L a g ra n g e 乘子

几, + ,和夕. ,

可建立扩展泛函

为, 一 1

J , = 玄
X
军p

了x , + C军, , + E (H 一几T
+ 、x 一+ : + c r, .

)
五= n

(2
.

4 )

其中
, 。一合

x TQ
, x · +

合
·

‘R
·“· + “, 一‘,

。x · + r ·“,
,

J ‘分别对”. ,

石和x. 取极值
,
得

“. = 一 R 石’(厂r久
一+ : + C丁

一护. ) (2
.

5 )

x 一+ 1 = 中林
, 一几‘

, : 一厂一R 石’C r
一, 。

几, = Q林
, + 巾r几

, , ; + C若
一v-

几, = P r二 , + C r, ? r

将式 (2
.

5 )代入J ‘中
,

这时

(2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )

, ; 一合
x ;尸

, X , + 一“:
+ , x · , 1 + “:

+ 1。 , 二· +

合
x : Q

·x ·

一

合
‘:

· : G . “二 : + x : c :
·, 一 ; :

+ lr ·R ‘IC :
·, · + C :

·, ,

一

合
, ‘C二R ‘

Ic :
·, ·

}
+ , , (c一

, + C
。,
)

(2
.

9)

对于确定的约束变量 , . ,
J么的极值性质为

m a x m in J二或 m in m a x J二
二 日 口 几

将式 (2
.

1 0) 展开
,

协为参变量
,

而 x . 和几. 将是 , ,
的线性函数

.

C
, , x , 一 C

一 , R “F百几
, , ; 一 C

一 , R“Cr
一护, + C

。, = o

(2
.

1 0 )

将式 (2
.

5 )代入约束方程
,

得

(2
.

1 1 )

由于x. 和久
,
均为 ? ,

的线性函数
,

所以方程 (2
.

1 1) 建立起了关于参变量 , .
的线性方程组

.

对于式 (2
.

4 )
,

如果动力方程得到满足
,

则

‘·

}
式 (2

.

: )。足 -
为l一 1

J + E C T?
.

(2
.

1 2 )

x , ,

而和“.
为y ,

的线性函数
,

它们求出后 代入 J , 中
,

可发现J ,
为关于外的二次式

,

约束变量

能 否正常求解完全取决于 , .
的二次齐次式部分

.

将求出的
x ,

和几,
代入式 (2

.

9 )
,
J二的 形式为

J ; (, ·)一杏
, : H , , + D ·, · + b

(2
.

1 3 )

式中H 是个对称阵
,

而D 为一 向量
.

在式 (2
.

9 )中应该注意到CO
. 只在 C否即

,
这一项出现

,

因

此变动C
。.
不会影响到介和几

,
的解对于夕

*
的依赖

.

在式 (2
.

5 )、 (2
.

7 )中也不 出现C
。: ,

这说明

C
。。不会影晌? ,

的二次齐玖式
, 即与刀阵无头

.

因此可眯任意变动C
。; , 而改变式 (2

.

1 3 )咋的
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向量D
.

现在来看式 (2
.

1 3 )
,

弓 对 ,
。

取极值
,

得 刀v 。 十 D 一 o ,

可求出 , 。= 一 H
一 ID (假定H可

逆)
,

这时

J二(, 。)一。一 : 。
, 二

一 :
。

‘

(2
.

1 4 )

现设法改变C0
。,

使得向量D 等于零
,

则由H y . 十D 一 o知 , 。一 o ,

这时儿 (0) 一 b
.

, 一 。相 当

于无约束情况
.

不存在约束时
,
J 的极小值一定小于施加约束情况的极小值

.

用公式表示 b

一刀, H
一 ’D / 2 > b

,

即D r H
一 ‘
D ( 0

.

这说明对于任意非零向量D
,

H 为负定
.

根据H 阵的负定性
,

等式约束的极值原理可表示为

m a x m in m a x m in J , 或 m a x m a x m in m i n J
,

(2
.

1 5 )

对于不等式约束情况
,

处理方法完全一样
.

设不等式约束条件为

C
, , x , + C

“ , “, + C
。,
《o (2

.

16 )

扩展泛函仍为 (2
.

4 )
,

只是对参变量丫
。
有要求,

, 。> o ,
C ,
《o ,

C r, , = o

。
> 0

.

实际上
,

有剩余互补条件氏 7J

在处理不等式约束时
,

除去条件 价> 0 外
,

等式约束时的公式可不变动
,

负定的
,

将约束条件的一 号换成《号
,

就成为约束条件 (2
.

16 )
.

(2
.

1 7 )

因此H 阵仍要求为

三
、

一般约束下非线性控制问题

本节的讨论将以上节为基础
.

设非线性系统的动力学方程为
〔“’

分= f(
二 , “ , 才)

约束条件为

C (
x , 。 , t )《 0

价值泛函定义为

(3
.

1 )

(3
.

2 )

, 一

{:
‘

。X (
· ) + U ‘·, 」d ‘+ p ‘一 ,

(3
.

3 )

在非线性迭代中
,

给出每一迭代步的扰动量 g和P
,

设xa 和‘为每步的近似值
,

则

x = x a + q
. “二 “。

+ P

式 (3
.

4 )分别代入 (3
.

1 )
,

(3
.

2 )和 (3
.

3 )中
,

并进行 T a y lo r 展开

空= F
。g + 厂

。

p + r 。

C
: g + C

。
P + C

。

《 o

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

, 一 ,
。 +

(
“ [x :

。。十 u T
。

, 十 )
。·x

, 。 。

。+
冬* , 。

, 。 。
, 〕、,

J O

“
+ p ;

·。, +

告
。: p

,

二。,

(3
.

7 )

其中

F
。 = (口f/ 口

x
)
。 , 厂

。
= (口f/ 口

“
)
。 , r 。 = f(%

a , “。 )一 毖
。

(3
.

8 )
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C
,

= (口C /叙)
。 .

C
。
= (口C / 口

。
)
。 ,

C
。
二 C (x

。 , “。
)

X
, 。
二 (d X / d 义)

。 ,

U
, 。
= (d U / d “)

。 ,

X
, 。 。

= (d
名X / d 尤

,

)
。

U
, 。 。

= (d
Z
U / d “

’

)
。 }

(3
.

9 )

(3
.

10 )

先来说明等式约束情况
,

分别对动力方程和约束条件引入 L a g ra n g e 乘子 a 和刀

, 一{:
‘ 〔
一

。+ 二 (二
·。+ r

·
, + 一) + ,

·
(C

·

。+ C
·

, + c
。

) + X ,
。。

+ 。丁
。

, + 三
。, 。

。。+
一

妻, f *
。

, 〕‘, + 尸丁
。。, +
喜
。了尸

, 。。。,

“
‘

(3
.

1 1 )

其中
,

Q
。
= X

, 。 a ,
R

。
= U

, 。。 .

J ,
分别对P和 g取极值

,

得

p = 一 R 石’(厂犷a + U
, 。 + Cr刀)

泛= 一 Q
o q 一 F 了a + C了刀+ X

, 。

式 (3
.

12 )代入式 (3
.

5 )
,

得

夕= F
。 Q一 G

a a 一 F
。

R 二
‘
U

, 。

一 厂
。

R 石
’
Cr刀

(3
.

13) 和 (3
.

1 4 )沟成了关于 a 和哟勺对偶方理
,
G

。

~ 厂
a

R 石‘厂了

(3
.

12 )

(3
.

1 3 )

(3
.

14 )

.

式 (3
.

12 )代入式 (3
.

1 1 )

‘一!: 卜
二。+ 二二

。、一

音二
。

一
r

·
* ; l u

, 。

一
r

·
R ; ! c : ,

+ a , r 。 + 刀
,
C. 。一刀

,
C

.

R ; ‘r 了一刀
, C

一
R 石’U

, 。 一刀
, C

一
R ‘’C r刀

+ 刀
, e

。+
:
。, 。

。。+ x 丁
。。一 二 T

。
* ; ‘(r r。 + u

, 。
+ e r刀) ]‘,

‘

+ 尸丁
a q , +

:
。丫尸

, 。。。,

口 一 忍 J
’

2
三 ’ 一 ’ ““ 工 J (3

.

1 5 )

式 (3
.

1 2 )代入约束方程 (3
.

6 ) (只考虑等式 )

C
:

g 一C
o

R 石’厂了a 一 C
o

R“ C T刀一 C
一
R ‘’U

, 。 + C
。
二 o

采用上节的方法
,

当动力方程满足时
,

有

(3
.

1 6 )

, , 一 , +

{:
‘

,
·
(C

·

。+ C
·

, + C
。

, d ‘
(3

.

1 7 )

而 J ,
关于刀的二次式的一般形式为

, ,
(刀)一 !

“

「粤刀
·二 , 十。

·
, + 。1、

, 十 ,

J O L 乙 」
(3

.

1 8 )

刀仍为对称阵
.

这样可得出结论
,

方程 (3
.

16 )可解
,

要求二次型矩阵汀负定
.

对于不等式约束情况
,

结果 自明
.

这里就不赘述
.

四
、

例 题

为简明而又能说明问题
,

本节采用线性约束下的L Q控制问题来说明上两节的结论
.

首先给出一个最简单的例子
.

设约束条件为
x , = A

,

其中A为一给定向量
.

这个问题可 坐成一个约束问题来东解
,

不过只是一个时刻有约束
.

先讨论(2
.

4 )和(2
.

的
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中 P ,
降为零的情况

,

此时J
‘
总能表示 成下列形式

‘

一l
“伙

十

扭以
, 一

和
x0 一

林Qx
。

] (4
.

1 )

其中G
,
中和Q均可用G , ,

中 , 和Q .
(k = 1 , 2 ,

⋯
,
k ,
)来表示

.

在处理约束之前
,

先要将几
,
消去

,

这一步要求先对 久, 取极大
,

件 x 了二 A之下取极小
.

这样便可得到

以
r + x r 一巾x 。= o

即 久I = G
一 ,

(中x 。一 x ,
)

久,
代回J

, 中
,

这时

然后才是对于状态x ,
在条

(4
.

2 )

(4
.

3 )

‘一凌
x
; Q x 。+

雀(
, x 。

一
, , G

一 ’

‘, X 。

一
,

(4
,

4 )

如果没有约束
,

则J
,

达到最小的条件为

x 了二少x0

可现在讨论的是有约束问题
,

对约束勺 一 A 引入 L a g ra n g e 乘子丫
, ,

(4
.

5 )

相应的扩展泛函为

‘; 一

合
二
: Q

x 。十

J二对于x, 取极小
,
有

x, = 巾x 。一 ‘下,

式 (4
.

7 )代入J么

(中
x 。一 x 了)甲G

一 ’

(巾x 。一 x , ) + 护T(
、, 一 A ) (4

.

6 )

(4
.

7 )

‘“一

林Qx
。 +

凌丫rG , 。 + 丫T(中x 。一 G , , 一 A )

一如:卿
, 十 ,

渺
x0 一 “卜

一

合
二:飒 (4

.

8 )

对比式 (“
.

‘”), 可知H
一

G
,
D 一 (少 x0 一 A )

, ·

H 显然为一负定阵
·

同时由mva
x J二(v

,
)得

到的方程G y , = 中 x 。一 A可解
.

现在来考虑尸
了> o时的情况

,

在推导式 (4
.

4 )时与尸
, 项无关

,

因此只需简单地加上 这 一

项就可 以
.

奋淞
了X ,

十抽Qx
。十

凌
一

(“
。一 x,)

’‘
一 ’

(甄
。一
x,) (4

.

9)

同样按尸
了= o时的方法

,

可方便地求出
x r = (P

了 + G
一 ‘

)
一‘

(G
一 ’
中x 。一 y , ) (4

.

10 )

‘; 一音
二
乳。十 , ·

(尸 ;
1 十‘)一 , 〕X

。一

合
: r(p

, 十‘
一 ‘

)
一 ‘, ·

+ yr〔(I + P
, ‘)

一 , 巾x 。一 A〕

根据上式可得

H = 一 (P
, + G

一’

)
一 ‘,

D = [ (I + P rG )
一 , 价 x 。一 A 〕,

刀显然也是负定阵
.

同时方程

(4
.

1 1 )

(4
.

12 )
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(尸 , + G
一 ‘

)
一 ‘? ,

~ (I + 尸
, G )

一 r 中 x 。一 A (4
.

1 3 )

可解
.

如果是等式约束
,

就 按 G 丫。= 小 x 。一 A 或式 (4
.

1 3)列出代数联立方程组求解 , 二 如果约

束为不等式
,

就成为二次规划问题
,

价一定有解
.

这就验证了前两节所得到的结论
.

五
、

结 束 语

本文利用变分原理
,

对受约束的L Q控制系统及非线性控制系统约束变量的可解 性进行

了分析
,

得到了很有意义的结论
,

并通过实际例题说明了结论的正确性
.

变分原理有广泛的

应用基础
,

在这方面还有大量的工作可做
.

参 考 文 献

, .,, .J1 .J, 卫月J, .,JnQJ任�匀not了
r..Lr
.Lr.Lr
.

L.L月.L

Z h o n g W a n 一 i e a n d Zh o n g X i a n g一 i a n g
,

C o m p u t a t i o n a l s t r u e t u r e m e e ha n i e s

o p t im a l e o n t r o l a n d s e m i一 a n a lv t i e a l m e t h o d fo r P D E
,

C o 川Pu *e r s & S 亡r u e 才u r e s ,

3 7 ( 6 ) ( 1 9 9 0 )
,

9 9 3一 1 0 0 4
.

邓子辰
,

计算结构力学与最优控制模拟理论的研究
,

大连理工大学博士论文 ( 19 9 2 )
.

钱伟长
,

嗯变分法及有限元》
.

科学出版社 ( 1 9 8 0)
.

胡海昌
,

《弹性力学的变分原理及其应用》
,

科学出版社 ( 1 9 8 1 )
.

解学书
,

《最优控制理论与应用》
,

清华大学出版社 ( 19 8 6)
.

S t e n g e l
,

R
.

F
. ,

S 才o e h a s t‘e O P了‘m a l C o ”才r o l
,

Jo h n W ile y & S o n s ( 1 9 8 6 )
.

钟万怨
,

离散L Q控制问题线性约束的变分原理及二次规划解法
,

《计算结构力学与最优控制的

模拟论文集》
,

大连理工大学工程力学研究所 ( 1 99 。
, 7 )

.
1 55 一 16 8

.

高为炳
.

《非线性注制系统导论》
,

科学出版社 ( 19 8 8 )
.

T h e A Pplie a t io n o f th e V a r ia t io n a l P r in e ip le in th e

C o n str a in e d C o n tr o l Syst e m

D e n g 2 1
一

e h e n

(万 o r 才h切。5 te r 九 P o l夕了e e 人n i c a l U ” i口‘ r s i才g
,

X i
’ a n )

Z h o n g W a n
一

x i e

( D a li a o U o fo e r s‘t妙 o
f T e e h” 0 10 9 夕

,

D a li a ”)

A bs t ra e t

T h e r e g u la r e q u a t i o n s o n th e e o n s t r a i n t v a r i a b le s a r e e s t a b li s h e d fo r LQ a n d

n o n li n e a r e o n t r o l p r o b le m s i n t h i s p a p e r ,
t h e n t h e e x t r e m e 一v a lu e p r i n e i Ple s o f t h e

e o n s t r a i n t v a r i a b le s a r o d i s e u s s o d fo r t h e e q u a li t y a n d u n e q u a li t y e o n s tr a i n t e a s e s

r e s Pe e t i v e ly
.

A t la s 、 ,

th o g i v o n : x a IU p le v o r if i e s t h e e o n e lu s i o n o f t h i s P a P e r .

T 五e

w o r k i n t h i s P a p e r w ill la y t h e fo u n d a t i o n f o r th e f 以 r t h e r s t u d y a b o u t t h e e o n ·

s t r a i n e d L Q a n d n o n li n e a r c o n t r o l s y s t o m s
.

K e y w o r d s 丫 a r i a t i o n a l p r i n e i PI 。 , r e g u la r e q u a t i o n , p a r a 功 。t r i e v a r i a bl。


