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摘要 :  对于有约束的全局最优化问题,在 Chew_Zheng的5 Integral Global Optimization6和邬冬华等的

5一种修正的求总极值的积分_水平集方法的实现算法收敛性6的基础上, 给出一种修正的求约束总

极值的积分_水平集方法,它同样具有修正的求总极值的积分_水平集方法的两个特点: 1) 每一步

构造一个新函数,它与原目标函数具有相同的总极值 ; 2) 避免了郑权算法在一般情况下, 由于水

平集不易求得而造成难以求出水平集的困难# 同时给出了其实现算法, 并证明了算法的收敛性# 
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引   言

考虑有约束的全局最优化问题的模型:

  c
*

= min
x I S

f ( x ) , ( 1)

其中 S < R
n 是一个约束集, f : R

n y R
1为连续函数, c

* 为 f ( x ) 在 S 中的总极值# 

张连生[ 1]首先给出了一个求约束总极值问题的积分型算法,该算法构造一个精确罚函数,

将求约束总极值问题转化为求无约束总极值问题# 在此基础上,郑权等[ 2, 3]给出了一个求上

述问题的非连续罚算法, 其概念性算法为:

算法 1

步1  取 c0 > min
x I S

f ( x ) , : > 0, n:= 0, A0 > 0, B> 1. 0, 令

  H0 = x | f ( x ) + A0p ( x ) [ c0 # 

步2  计算均值

  cn+ 1 =
1

L(H n)QH
n

(f ( x ) + An p ( x ) )dL,
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其中   Hn = x | f ( x ) + An p ( x ) [ cn # 

步3  计算均方差

  vn+ 1 =
1

L(H n)QH
n

(f ( x ) + An p ( x ) - cn )
2dL# 

若 vn+ 1 \ : , 则令 n:= n + 1, An+ 1 = An B, 转步 2;否则,转步4# 

步4  令 c
*

= cn+ 1,且 H
*

= H n+ 1, 终止# 

上述算法中的 p ( x )是罚函数# 文[ 3] 构造了一个非连续的精确罚函数 p ( x ) , 其定义如下:

  p ( x ) =
0,      x I S ,

D+ d ( x ) ,   x /I S ,
( 2)

其中 D> 0, d( x ) 是罚函数# 例如: 当

  S = x | g i ( x ) [ 0, i = 1, 2, ,, r

时,取

  d( x ) = 6
r

i= 1

max( g i ( x ) , 0)# 

同无约束问题一样,由于水平集 Hn 很难求, 所以在实现算法中, 只能通过 Monte_Carlo 随

机取点求得近似水平集# 我们基于文[ 4]的思想,给出一个修正的罚方法,以及实现算法, 并证

明了算法的收敛性# 

1  修正的罚方法及其收敛性

我们考虑如下问题:

  min
x I S

f ( x ) , ( 3)

其中   S = x | g i ( x ) [ 0, i = 1, 2, ,, r # 

设 D = S 是R
n 有界闭箱, p ( x ) 是罚函数如式( 2)所定义,修正的罚方法叙述如下:

算法 2

步1  取 c0 > min
x I S

f ( x ) , : > 0, k := 0, A0 > 0, B> 1. 0# 

步2  记 F( x , Ak) = f ( x ) + Ak p ( x ) ; 令

  H c
k
= x | f ( x ) + Ak p ( x ) [ c k ;

作函数 Fc
k
( x , Ak) , 满足

  Fc
k
( x , Ak) =

ck ,      x I D \ H c
k
,

F ( x , Ak ) ,   x I H c
k
;

计算均值

  ck+ 1 =
1

L( D)QD
Fc

k
( x , Ak) dL# 

步3  计算均方差

  vk+ 1 =
1

L( D)QD
( Fc

k
( x , Ak) - ck)

2dL;

若 v k+ 1 \ : ,令 k := k + 1, Ak+ 1 = Ak B, 转步 2;否则, 转步 4# 

步4  令 c
*

= ck+ 1,且H
*

= H c
k+ 1

,H
* 为 f ( x ) 在 S 中的近似总极值点集, c

* 为近似总

极值# 算法终止# 
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如果我们在算法中令 : = 0, 则迭代将进行无穷多次 # 相应地, 我们得到两无穷序列

ck 、H c
k 及函数序列 Fc

k
( x , Ak) 我们先讨论这些序列的一些基本性质# 

定义 1  设 ck > c
*

= min
x I S

f ( x ) ,记 F( x , Ak) = f ( x ) + Ak p ( x ) ; 我们定义

  M ( Fc
k
; p ) =

1
L( D)QD

Fc
k
( x , Ak)dL, ( 4)

其中

  Fc
k
( x , Ak) =

ck ,      x I D \ H c
k
,

F ( x , Ak ) ,   x I H c
k
,

( 5)

  H c
k
= x | x I D , F ( x , Ak) [ ck # ( 6)

由此,我们可得

性质 1  设 ck > c
*
, 则

  M ( Fc
k
; p ) [ ck# ( 7)

证明  由定义可知

  M ( Fc
k
; p ) =

1
L( D)QD

Fc
k
( x , Ak)dL [ 1

L(D)QD
ckdL = ck ,

故    M ( Fc
k
; p ) [ ck# 

性质 2  若 ck 单调下降且趋向于 c, c \ c
*
= min

x I S
f ( x ) , Ak 单调上升且趋向于 ] , 则

  lim
k y ]

H c
k
= H

]

k= 1
H c

k
= H c H S , ( 8)

且    lim
k y ]

L(H c
k
) = L(H c H S)# ( 9)

证明  设 x I H c
k+ 1
, 则

  f ( x ) + Ak+ 1p ( x ) [ ck+ 1# 

因为 Ak+ 1 \ Ak 和 ck+ 1 [ ck , 所以有

  f ( x ) + Ak p ( x ) [ f ( x ) + Ak+ 1p ( x ) [ ck+ 1 [ ck ,

故 x I H c
k
,即 H c

k+ 1
< H c

k
# 于是, lim

k y ]
H c

k
= H

]

k= 1
H c

k
# 又设 x I H

]

k= 1
H c

k
, 则有 Pk , x I H c

k
且

  f ( x ) + Ak p ( x ) [ ck [ c1, ( 10)

若 x /I S ,则 p ( x ) > 0# 于是,当 k y ] 时, Akp ( x ) y ] ,这与式(10) 矛盾# 所以, x I S# 

于是有 f ( x ) + Ak p ( x ) = f ( x ) [ ck , Pk 成立# 即 x I H c# 从而

  H
]

k= 1
H c

k
< H c H S# 

反之,若 x I H c H S, 则

  f ( x ) + Ak p ( x ) = f ( x ) [ ck ,   Pk ,

即 x I H c
k
, Pk , 从而

  H
]

k= 1
H c

k
= H c H S# 

因此   H
]

k= 1
(H c

k
) = H c H S# 

此外,由测度的连续性可知: lim
k y ]

L(H c
k
) = L(H c H S)# 

性质 3  若 ck 单调下降且趋向于 c, c \ c
*
= min

x I S
f ( x ) , Ak 单调上升且趋向于 ] , 则
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  lim
k y ]

1
L(H c

k
)QL(H

c
k

)
( f ( x ) + Ak p ( x ) )dL=

1
L(H c H S )QH

c
HS

f ( x )dL# ( 11)

证明  见文[ 3] p. 49# 

性质 4  若 ck 单调下降且趋向于 c, c \ c
*
= min

x I S
f ( x ) , Ak 单调上升且趋向于 ] , 则

  lim
c
k

y c
M ( Fc

k
; p ) = M ( Fc ; p )# ( 12)

证明

  M ( Fc
k
; p ) =

1
L( D)QD

Fc
k
( x , Ak)dL =

    1
L(D ) QD \ H

ck

ckdL+ QH
ck

(f ( x ) + Ak p ( x ) )dL =

    1
L(D )

c k( L( D) - L(H c
k
) ) + QH

c
k

(f ( x ) + Ak p ( x ) )dL ,

  lim
x I S

M ( Fc
k
; p ) =

1
L( D)

c( L( D) - L(H c ) ) + QH
c

HS
f ( x )dL =

    1
L(D )QD

Fc ( x , A)dL = M( Fc ; p ) ,

其中

  Fc( x , A) =
c,    x I D \ H c H S ,

f ( x ) ,   x I H c H S# 

由性质 1、性质 2可知,算法产生的序列 ck 及集合序列 H c
k 必定收敛,记为

  c = lim
k y ]

ck , H = lim
k y ]

H c
k
= H

]

k= 1
H c

k
# ( 13)

由此可知,我们有下述结果

定理 1  若由算法产生的序列 ck ,集列 H c
k
满足 c = lim

k y ]
ck , H = l im

k y ]
H c

k
,且 Ak 单调

上升且趋向于 ] , 则有

1) c 为问题( 1)的全局极小值# 

2) H 为问题( 1)的全局极小点集# 

证明  根据算法可知:

  ck+ 1 = M( Fc
k
; p ) ,

由性质4可知

  lim
k y ]

M( Fc
k
; p ) = M( Fc ; p ) ,

所以   c = M( Fc ; p )# ( 14)

若设 c 不是原问题( 1) 的全局极小值,其全局极小值为 �c,则 c - �c = 2G> 0# 

  M (f c ; p ) =
1

L( D)QD
Fc ( x , A)dL=

1
L( D) QD \ H

c
HS

cdL+ QH
c
H S

f ( x )dL =

    1
L(D )

c( L( D) - L(H c H S) ) + QH
c

HS \ H
�c+ G

HS
f ( x )dL+

    QH
�c+ G

H S
f ( x )dL [

    1
L(D )

c( L( D) - L(H c H S) ) + c( L(H c H S ) -
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    L(H�c+ G H S ) ) + (�c + G) L(H�c+ G H S) =

    c -
GL(H�c+ G H S)

L( D)
,

这与( 14)式矛盾,所以, 1) 成立# 由性质 2可知

  lim
k y ]

H c
k
= H c H S,

所以 H = H c H S = x | f ( x ) = c, x I S , 故 2) 成立# 

定理 2  设算法中 ck 为单调下降且趋于 c, Ak 单调上升且趋向于 ] , 则

  vk+ 1 y 0   ( k y ] )# ( 15)

证明

  vk+ 1 =
1

L( D)QD
( Fc

k
( x , Ak) - ck)

2
dL=

    1
L(D )QH

c
k

( f ( x ) + Ak p ( x ) - ck )
2dL=

    1
L(D )

QH
c
k

\ H
c
H S

( f ( x ) + Ak p ( x ) - c k)
2dL+QH

c
HS

( f ( x ) - ck)
2dL ,

由于 H c
k

y H c H S, ck y c,当 k y ] 时,以及( 13)、( 14)及积分的绝对连续性可知

  vk+ 1 y ]   ( k y ] )# 

2  实现算法及其收敛性

类似于文[ 4] ,我们利用一致分布点集列代替Monte_Carlo投点构造修正的罚方法的实现算

法# 由于对有界闭箱 D I R
n 中的任意点x = ( x 1, x 2, ,, xn )

T
,可表为 x i = ai + ( bi - ai ) ti ,

i = 1, 2, ,, n# 而 t = ( t 1, ,, t n) I Gn , Gn 是单位闭箱, 故不妨设 D = Gn# 现将实现算法

表述如下:

算法 3

步1  取 x 0 I Gn, 给定一充分小正数 D, A0 > 0, B> 1. 0;令 ĉ0 = f ( x 0) + A0p ( x 0) , k =

0, l 0 = 0# 

步2  记 F( x , Ak) = f ( x ) + Ak p ( x ) ; 令

  H ĉ
k, l

k

= x | x I Gn, F( x , Ak) [ ĉk ;

作函数 F ĉ
k, l

k

( x , Ak) , 满足:

  Fĉ
k , l

k

( x , Ak) =

ĉ k , l
k
,     x I Gn \ H ĉ

k , l
k

,

F ( x , Ak) ,   x I H ĉ
k , l

k

;

以一致分布的数值积分求水平值:

  ĉk+ 1, l
k+ 1

=
1

lk+ 1
6
l
k+ 1

s= 1
F ĉ

k, l
k

( P ( s) , Ak) ,

其中 P ( s ) , s = 1, 2, ,, lk+ 1为佳点集,且 l 1 < l 2 < ,< lk+ 1; l i , 1 [ i [ k + 1,为正整数序

列,当 k y ] 时, lk y ] # 

步3  计算均方差

  V =
1
lk 6

l
k

s= 1

( F ĉ
k, l

k

( P ( s) , Ak) - ĉk , l
k
)
2# 
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步4  若 V \ : , 则令 k := k + 1, Ak+ 1 = Ak B, 取近似离散水平集

  Ĥ ĉ
k+ 1, l

k+ 1

= x | x = P ( s) I Gn, F( P ( s) , Ak+ 1) [

       ĉ k+ 1, l
k+ 1

, s = 1, 2, ,, lk+ 1, x I H ĉ
k , l

k

, F( x , Ak+ 1) [ ĉ k+ 1, l
k+ 1

及水平集

  H ĉ
k+ 1, l

k+ 1

= x | x I Gn, F( x , Ak+ 1) [ ĉk+ 1, l
k+ 1 ,

转步 2;否则,转步 5# 

步5  若 lk+ 1 \ M( | f | ) / D,则算法有限步终止,转步 6;否则,取 lk+ 1 = [ M ( | f | ) / D] +

1, 转步 3# 其中 M( | f | ) 为函数 | f ( x ) | 在 S 上的一个正上界# 

步6  令 f
*

= ĉk+ 1, l
k+ 1

,且 Ĥ = Ĥ ĉ
k+ 1, lk+ 1

, Ĥ 为f ( x ) 在 S 中的近似总极值点集, f
* 为近似

总极值# 

为证明修正的罚方法的实现算法收敛性,我们得先证明下述定理:

定理 3  设H c H S = x | x I S , f ( x ) [ c , 若 L(H c H S ) = 0,则 c为S 上的全局极

小值,H c H S 为S 上的全局极小值点集# 

证明  设 c 不是S 上的全局极小值,不妨设 ĉ 是S 上的全局极小值,且令

  c - ĉ = 2G> 0# 

设K H S = x | x I S , f ( x ) < c - G , 由于 f ( x ) 是连续的及 c - G> ĉ,故 K H S 为非空

且开的,因此有

  ª X H ĉ H S < K H S < H c H S# 

由测度性质可知:

  L(H c H S ) \ L( K H S ) > 0,

此与已知条件矛盾, 故 c为S 上的全局极小值, H c H S 为全局极小值点集# 

定理 4  设 f , gi I Ln , i = 1, 2, ,, r , ĉk , l
k 是实现算法所产生的序列, ck 为修正罚方

法产生的序列, 若l im
k y ]

ck = c, Ak 单调上升且趋向于 ] , 则

  ĉk , l
k

y c   ( k y ] )# ( 16)

证明  由定理 1可知:若 lim
k y ]

ck = c,则 c为f ( x ) 在 S 上的全局极小值# 由算法3可知,

序列 ĉ k, l
k
为一单调有界序列,故 lim

k y ]
ĉ k , l

k
= ĉ# 

下面用反证法证明: ĉ = c# 若 ĉ X c,则令 ĉ - c = 2G> 0# 由此可知:存在充分大的正

整数 K ,当 k \K 时

  ĉk , l
k
- c k > G,

其中   ĉk+ 1, l
k+ 1

=
1

lk+ 1
6
l
k+ 1

s= 1
F ĉ

k, l
k

( P ( s) , Ak)# 

又由于

  QG
n

F ĉ
k, l

k

( x , Ak) dL= QG
n
\ H

ĉ
k , l

k

Fĉ
k , l

k

( x , Ak)dL+

    QH
ĉ
k, lk

\ H
c
k
+ G

F ĉ
k, l

k

( x , Ak) dL+ QH
c
k
+ G

Fĉ
k , l

k

( x , Ak)dL [
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    ĉ k, l
k
(1- L(H ĉ

k , lk

) ) + ĉk , l
k
( L(H ĉ

k , lk

) - L(H c
k
+ G) ) + ( ck + G) L(H c

k
+ G) =

    ĉ k, l
k
- ( ĉk , l

k
- ck - G) L(H c

k
+ G) ,

故

  ĉk+ 1, l
k+ 1

+ QG
n

F ĉ
k, lk

( x , Ak)dL-
1

l k+ 1 6
l
k+ 1

s= 1

Fĉ
k , lk

( P( s) , Ak) [

    ĉ k, l
k
- ( ĉk , l

k
- ck - G) L(H c

k
+ G)# ( 17)

由定理假设 f , g i I Ln, i = 1, 2, ,, r, 于是对 i = 1, ,, r,

  | max( g i ( x ) , 0) - max( g i ( y ) , 0) | =

    
gi ( x ) + | g i ( x ) |

2 -
g i ( y ) + | gi ( y ) |

2
[

    
| g i ( x ) - g i ( y ) |

2
+

| | g i ( x ) | - | g i ( y ) | |

2
[

    
| g i ( x ) - g i ( y ) |

2
+

| g i ( x ) - g i ( y ) |

2
=

    | g i ( x ) - gi ( y ) | # ( 18)

所以max( g i ( x ) , 0) I Ln# 从而对每个 Ak , F( x , Ak) = f ( x ) + Akp ( x ) I Ln# 再根据 Fĉ
k , l

k

( x ,

Ak ) = min( F( x , Ak) , ĉ k, l
k
) ,类似于(18) 式可得F ĉ

k , l
k

( x , Ak ) I Ln# 这样,对(17) 式令 k y ] ,

由文[ 4]的定理 2. 1,定理 2. 2,以及性质 2和上述的讨论,可知:

  ĉ + 0 [ ĉ - ( ĉ - c - G) L(H c+ G H S) ,

即    -
( ĉ - c)

2
L(H c+ G H S) \ 0# 

由定理3可知: L(H c+ G H S ) > 0, 故与假设矛盾# 命题得证# 

性质 5  设 b \ a > 0, 则

  a
2 [ ( a - b)

2
+ b

2# ( 19)

令    R2k , l
k
=

1
l k 6

l
k

s = 1

( Fĉ
k , l

k

( P( s ) , Ak) - ĉ k, l
k
)
2# ( 20)

则有

定理 5  若 ĉk , l
k

y c ( k y ] ) , 则

  R2k , l
k

y 0   ( k y ] )# ( 21)

证明  由于

  c [ F ĉ
k, l

k

( P ( s) , Ak) [ ĉ k, l
k
,

故    0 [ F ĉ
k, l

k

( P ( s) , Ak) - c [ ĉ k, l
k
- c# 

由( 20)及性质 5可知

  R2k , l
k
=

1
l k 6

l
k

s = 1

( Fĉ
k , lk

( P( s ) , Ak) - ĉ k, l
k
)
2 [

    1
lk
6
l
k

s= 1

( F ĉ
k, l

k

( P ( s) , Ak) - c)
2
+ 6

l
k

s= 1

( ĉ k , l
k
- c)

2
[

    2( ĉ k, l
k
- c)

2# 
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由已知条件可知:

  R2k , l
k

y 0   ( k y ] )# 

故定理得证# 
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Modified Integral_Level Set Method for the

Constrained Solving Global Optimization
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Abstract: The constrained global optimization problem being considered, a modified integral_level set

method was illustrated based on Chew_Zheng. s paper on Integral Global Optimization andWu. s paper

on Implementable Algorithm Convergence of Modified Integral_Level Set Method for Global Optimiza-

tion Poblem. It has two characters: 1) each phase must construct a new function which has the same

global optimal value as that of primitive objective function; 2) comparing it with Zheng. s method,

solving level set procedure is avoided. An implementable algorithm also is given and it is proved that

this algorithm is convergent.

Key words: constrained global optimization; integral_level set; convergence
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