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摘 要

对于圆球在粗糙水平面上的运动
,

在文 【l] 中
,

作者忽略了章动
.

得到了近似 解 析解
.

本文

在此基础上给出了有章动情况下的控制方程
.

通过求解这些方程
.

证明文【l] 关于接触点速度的结

论在有章动时仍然正确
.

还得到其它一些有趣的结果
,

例如
:

球心和接触点的速度与球的自转 角

速度和章动角速度有一定联系
,

球心和接触点的速度的方向具有不变性
.

在进一步假设微弱 章 动

的情况下
,

文中得到近似解析解
,

从而证明文 tll 结果的正确性
。

关扭何 章动 圆球运动 粗糙平面 接触点

一
、

引 言

文【l] 在忽略章动的情况下
,

给出了圆球在粗糙水平面上运动的解析解
.

曾有一些评论者

和学者指出
:
由摩擦力引起的球的章动运动是相 当大的

,

建议作者继续这方面的工作
,

本文

就是在这方面的一个尝试
.

二
、

圆球在粗糙水平面上的运动微分方程

设 圆球在粗糙水平面上运动
.

所考虑的位形如图 1所示
.

0
一

雪忙 为随圆球质 心 O 一起平

动的坐标系
.

0
一x , :

为不随圆球自转的动坐标 系
.

则圆球的角速度。为
0 = 中+ 白+ 币- 一J未一价s in o了+ (护e o s o + 杯)几 (2

.

1 )

式 中甲
,
0和叻分别是圆球的进动角

、

章动角和 自转 角
.

而运动系O
一 x 夕z

的角速度Q为

。= 中一吞= 一 J求一毋s in o了+ 币e o s o几 (2
.

2 )

接触点尸的向径为

r , = O p 二p s in e了一 p e o s o几 (2
.

3 )

式中p 为回球的半径
.

因此尸点的速度是

V , 一 V o + 0 义 r ,
(2

.

4 )

.

戴世强推荐
.

5 0 5
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其中v , 和V 口
分别是尸点和O点相对于一固定坐标系的速度

,

(2
.

4 )式在O
一
%岁坐标系中的投

影是

一

砂
/

/

)
、 _ , -

{
一

了
尸

图 1 圆球在平面上

犷, 。 = V 。。

一 p 续s in o

犷, , = V 。 , 一 户泞e o ss

犷p :

~ 犷。 : 一 p js in o

利用动量定理

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

万澳v
。 一w + N + 二

a 了

其中w 是重力
,

N 是法向反作 用力
,

而 F 是摩擦力
.

又利用关系式

咬v
。

一月
; 一

v 。 + 。又 v 。

a 7 a T

我们可得到圆球运动 的下列微分方程

M (夕
。 ,

一 V o :

石s in o一 V o , 奋C o “6 )= 一 “N 犷 , :

/ 犷 , (2
.

8 )

万 (亡
。一+ 犷。 :

夕+ 犷
。 二

护e o s o)~ 一 产N V
尸 , / 厂 , + (研 一 N ): in o (2

.

9 )

M (价
。 : 一犷口 ,

夕+ 犷
。 :

少s in o)” 一 拼N 厂, :

/ 犷, + (N 一砰 )c o “0 (2
.

1 0 )

在 (2
.

5) 、 (2
.

1 0) 式 中
,

由于球的质心不可能在铅垂方向有运动
,

因而 不 ~ N
,

N 可用班代

替
,

即
M (亡

。二

一 犷 口 :

梦。in 口一 犷
。 ,

乒e o s o) = 一 拼W 厂
, ,

/ 犷
,

M (夕
。 ,
+ 犷 。 :

泞+ V
。 二

必e o s o )- 一 拼研 V , ,

/ 厂尸

M (夕
。 : 一 F 。 ,

百+ 犷
口 :

功s in o )- 一 拼不犷
, :

/ V
,

(2
.

8 )
‘

(2
.

9 )

(2
.

10 )

而且接触点P和球心 O在铅垂方向的速度应为零
,

即

V , ‘= 一犷, , s in o + V , : c o s口 (琴
. )

,(z
: , 冬一 (犷

口 , 一 p 峥e o o o )。in o

+ (犷
。 :
一 户百S in s)e o s o

= 一犷。 , s in o + 犷。 : e o 。夕= V o ‘= o (2
.

1 1)

现在从相对于质心 的动量矩定理
,

一

可得到另外三个微分方程
.

球相对于O 的动量矩G
。

是

G
。
二 J 。 = 一 JJ东一 J必s in 6了+ J (必e o s 夕+ 必)几 (2

.

12 )

此处J是球相于对直径的转动惯量
,

且等于 2叮尸/ 5
.

类似地

d ~ J 0
.

。
_

。 军禅
】、

,

,

。
. 、 : 、

一二 t j 门 = 一了 L万 O 十 、心入 飞J 扫
= 口厂 入 叹I. 个 孟、 )

d 才 公 口才
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那么导出另外三个方程
:

一 J夕一 J必续s in o = 一拼不p (犷 , : s in o + F , , e o s o)/ 厂
,

一 J必s in o 一 J必Je o s s + J J杯= 拼W p (犷 , .
e o s o)/ 犷

,

柔
, (, + 。。。。。)一。、 p (:

, 二
s in o)/ : ,

“ 丁

(2
.

1 3 )

(2
.

14 )

(2
.

15 )

(2
.

5)
‘

、 (2
.

1 0)
‘ ,

(2
.

1 3 )、 (2
.

15 ) 诸式 即为圆球在粗糙水平面上运动 的 控 制 方 程
.

(2
.

1 1) 式是约束条件
.

在解这些方程之前
,

让我们先来考虑接触点尸的速度分量 犷 , , , ,

它是

垂直于 x 轴和亡轴
,

且在O夕z
平面内

,

如图l所示
.

显然

犷 , , ,

= 厂 , : s in o + V , , e o s o = (厂
口 :

一百户s in o )s in s+ (犷
。 , 一泞p e o ss)e o s o

= 犷 。 , ,

一 户J (2
.

1 6 )

式中厂口 ,

伪球心在犷方向的速度分量
.

利用 (2
.

1 1) 式
,

上式可改写为

犷, , ,

= 犷, , s in sta n s+ 犷p , e o s o = 犷, , s e e s

= 犷 。 , s e e o 一 p 夕= 犷
o r ,

一 p J (2
.

16 )
‘

且

犷
,
= 斌以

二

十以
, + 犷丢

:

= 斌昨奋不万沁se
C 2

0 二 斌夕玩千畔 ,’
一

(2
.

1 7 )

这样一来
,

方程 (2
.

1 3 )简化为
一 J J 一J必势s in o = 一拼附 p犷 p , ,

/ 犷,
(2

.

1 3 )
‘

三
、

有章动情形的一些解析结果

1
.

G 。 ; 守恒

利用 〔(2
.

1 5 )c o ss一 (2
.

14 )s in s]
,

我们得到

J (必+ 必e o s s一 币Js in 乡)e o s o + J必s in
2
0 + J币乡s in se o s o一 J序必。in o

= J (必e o s s一协Js in s + 必)

J (协e o s s+ 中) = e o n s t

协e o s o + 币二班
。e o s s

。
+ 加

。 = C l

一 ,

氛
(,

。。。“+ ‘, 一 0

或或

(3
.

1) 式表明G
。

在乙轴方向的分量 G 口、守恒
,

这是因为外力或平行于亡轴
,

(3
.

1 )

或与 亡轴相交

2
.

接触点尸的速度犷
, 的规律

现在我们来考虑亡
, ,

由

犷
,

亡尸 = 犷
尸.

广
, .

+ 犷 , , 夕, , + 犷
, 二

亡
, :

将 (2
.

5 )、 (2
.

7 )
,

(2
.

8 )
‘

、 (2
.

10 )
‘ ,

(2
.

13 )‘ (2
.

15 )诸式代入上式得

F
,

亡
, = u

; .

(护
。二一 拼p s in 口一 p必Je o s o) + 犷

, ,

(亡。 , 一夕p e o s 口+ J
Zp o in o )

+ 犷
, 二

(亡
。 :

一 乡户5 in 夕一J
Z尸e o s o)

= 犷
, 二

(犷
。 :

币5 in o + U
口 ,

币e o s o一 拼g 犷
, :

/ 犷
尸 + p 必s i n oe o s s

一 p 中Jo in
2
0 一 5祥g U

尸 二
s in

Z
夕/ 2 犷, 一 户必Je o o o)+ V , ,

(一 V 。 :

百

一犷。 :

必e o s s一 拼g U
, ,

/ 厂
; + p 币必s in se o o s 一

F p , ,
e o s s

厂pg拼

一�JQ山

Z , , . , ,

二
,

V
p ,

+ 6P 8 l n 口) + 厂 尸八 厂 。刃 一 厂 。 :

华 s l n 口一 拼g 分万
-

\ r P
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+ 。‘挤。‘n
’
“一
冬
。。
些,r;s ‘可

‘ , P

一。p e o o o
)

= 一拼g
V 二

:

+ 犷系
, + 犷;

.

犷p

5

2

犷芬
, “in

2
0 + 犷丢

, ,

犷p

+ 犷二

〔,
。, n “(犷
一

; “。‘n “, 一犷。 , , c o ““一 。“
c o “’a

5
+ p o护c 0 s , 一 乏拌g

犷 , 一e o s 2
0

犷
p

一 ; 乡。。 o 。“

」
+ 犷

, , 〔一 6 (犷
。 :

一户p s in o )一必e o s o (V
。二

一乡p s in o)]

+ 犷尸 :

〔6 (犷
口 , 一 Jp e o s o)一必s in 口(犷

。 ,

一乡p s in o )〕

= 一 7拌g 犷 尸/ 2 + 犷, ,

[必s in o犷, : + 必e o s s犷, 一]

+ 犷 , ,

[一 J犷
, :

一必e o s o犷 , 一〕+ 犷 , 二 [J厂
, , 一 币日in s犷 , 一

]

= 一 7拼g 犷, / 2

所以得

夕, = 一 7拼g / 2

犷 , = 一 7拼g 亡/ 2 + 犷 , 。

这说明拙文 [l] 的这个结果
,

对于有章动的情况同样是正确的
.

(3
.

2 )

(3
.

3 )

3
.

球速和球角速度之间的关系

由 (2
.

8 )
尹

式我们有

夕口

一 必(犷
。 :

s in o + 犷。 , s in e) = 心一鱼卫
。 , ,

宁, 赵夕互, 之犷尸

由 [ (2
.

9 )
‘e o 8 0 + (2

.

10 )
/ s in o〕得

亡。 , e o s o + 犷。 :

夕e o s o + 犷。 :

必e o s ’e+ 夕。
: s i n o一犷口 ,

汐s in o + 犷。。

必sin 28

= (夕口 , e o s o 一厂
。 ,

Js in 口) + (广
口 :

s in o + 厂。 :

百e o s o ) + 必犷
。-

(3
.

4 )

一

暴
(:

· , c o s。+ : 二 s‘n “) + , 犷一 “: 一+ 妙一二 “习‘鱿之犷:
(3

.

5 )

(3
.

4 )式和 (3
.

5 )式同样表明
,

有章动和无章动
,

结果是一样的
.

下面我们来考虑文 [l 〕中没有的一些结果
.

由 (2
.

1 3)
‘

式我们有

Zp 夕/ 5 + 必((Z p 必5 in o )/ 5 ) = 拼夕犷 , , ,

/ 厂 ,

由〔(2
.

14 )e o s s+ (2
.

1 5 )s in 口〕得
一 J中s in oe o s o一 J

‘

夕。。5 2
0 + J J必。0 5口+ J必。in 月+ J必。in 口。0 5 口一 J 声Js in

’
夕

(3
.

6 )

,

J
, .

二 J
_ ,

t护S l n 臼) 一 J 沪口二 拼川 P 厂 户 ,

/ 厂
p

“ 不

异(普
。* 8 ‘n “

)
一 “(

一

;
。”)

一“g 犷二 / ‘厂
·

(3
.

7 )

对比 (3
.

4 )式与 (3
.

7 )式
,

(3
.

5 )式与 (3
.

6 )式
,

应该有

厂。二

= 一 2 (尸必s in 口)/ 5 (3
.

5 )

犷。 , ,

= 一 Z p百/ 5 (3
.

9 )

例如对于初始条件
: 犷口 (0 ) = o

,

护(0 ) = 杯
。 ,

0 (0 ) ~ o ,

J(0 )~ 0 ,

式 (3
.

8 )和式 (3
.

9 )总是满

足的
.

而上述初始条件是一类相当广泛的条件
.

另一方面
,

由(2
.

5 )式
、

(2
.

1 6 )式
、

(3
.

5) 式

和 (3
.

9) 式可得



带有微弱章动的圆球在粗糙水平面上的运动

厂 , .

= 一 7 (p 补s in o )/ 5 = 7 V o 。

/ 2

犷
, , ·

= 一 7户沙/ 5 ~ 7卜
『o , ,

/ 2

由此得

犷p 一 7犷口/ 2

和

V o - 一拼g

(3
.

1 3 )式是一个显而易见的结果
,

因此 (3
.

5) 式和 (3
.

9 )式 的正确性是毋庸置疑的
.

球速和球角速之 间的关系
.

(3
.

10 )

(3
.

1 1 )

(3
.

12 )

(3
.

1 3 )

它们就是

4
.

球心和接触点的速度的方向不变性

现在我们设

犷。。 = V o e o s a ,

U o , ,

= 犷
o s in a

则显然有

V , ,

= 犷, e o s a ,

犷尸 , ,

~ 犷 , s in a

将它们代入 (3
.

4 )式和 (3
.

5 )式得

夕o e o s a 一犷 。‘s in a 一 中u
o s in a = 一 拼g e o s a (3

.

14 )

护o s in a + 犷o d e o s a + 必犷
。 e o s a = 一 拼g s in a (3

.

15 、

由[ (3
.

14 )s in a 一 (3
.

1 5 )e o s a ]得

一 V 。虏一必犷
。 = O

或
虏+ 必= o (3

.

1 6 )

这是一个很奇妙的结果 I 它说明矢量 v 口和V , 以负的进动角在旋转
,

同样p 灿in 服 + p 打
‘

矢量也以负的进动 角在旋转
.

换句话说
,

矢量V 。和 V ,
在O

一

雪城系中或固定坐标系中是不旋转

的
,

因为O
一x , z

系以必相对于O
一

劫乙旋转
.

这就是球心和接触点速度方向的不变性
.

文〔l] 中

所述玻璃球在水平桌面上的旋进实验
,

证实玻璃球心的轨迹是一直线
,

特别是前期
,

说明了

这一结果是正确的
.

四
、

有微弱章动时的解

尽管上节得出了解的一些定性结果
,

但要进一步求解仍存在着巨大的困难
.

为此在以下

我们作微弱章动的假定
,

即假设

o = 0
。+ 。, 。《 1 ,

J= ‘《 l ,

夕= 占《 一 (4
.

1 )

现在我们来考虑 [ (3
.

6 )
“+ (3

.

7 )
2

]
,

且把 (3
.

1 )式中= C ; 一必e o ss代入此式
,

得

〔必s in 口一J (C
, 一 2必e o s o )〕

2 + [夕+ 必s in o (C
I 一必e o s o )]

2
= (p 拼万 /J )

2

(4
.

2 )

在微弱章动的情况下
,

(4
.

2 ) 式的左端可分为 两部分
: 一部分是不带小量的项

,

另一部

分是带有小量的项
.

显然所有左端不带小量的项之和应该等于右端
,

即

必
Z s in

忿
0
。 + 必

Zs in
2
8
。

[C l 一必e o s 乡
。

]
2
= (p 拼研 / J )

’

(4
.

3 )

此式与拙文 [ l〕的 (2 0) 式是一样的
.

因此我们有

必= C I / Z e o ss
。+ be n (以西

玄
千石飞)亡石台口

。

/ J o in o石(f
。一 t)

,

b/ 材b ‘+ 石
2

)/材 了云1而
。

co 吕6
。

(4
.

4 )
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式 中
a = 斌 p 拼研 一 (J C全s in s

。

/ 4 e o s s
。

)

b = 斌 p 拼附 + (J C全s in o
。

/ 4 e o ss
。

)

c n (
z ,

k )是J a C o b i椭 圆余弦函数

式 中t0 值的含意是
: 当t一 t。时

,

。二 bc n (斌孙
百
千石勺亡6丽夕了云玩百

。一

(t0 一t)
,
b/ 双了千护 ) = b

即 c n (。
,

的 = 1
.

利用初始条件
: t一 o时势二叻

。 ,

可由 (4
.

4 )式确定 t。的值
.

当势
。

很大
,

J很小时
,

得到 (4
.

4 )式的解是不奇怪的
.

但其它物理量与文 〔1〕的结果不一

样
,

现推导如下
.

由〔(3
.

5)
“ + (3

.

9 )
“

]
,

忽略平方以上小量
,

我们得到

(2户/ 5 )
“

〔必
2

(5 in
2
8
。 + 2 。。in o

o c o s s
。

)〕= 厂丢 (4
.

5 )

或
。一

(
2 5 厂丢
4 p 2

乡
2

一 s‘n
’
“
。

)/
“ , n Z“

。

(4
.

6 )

由 (3
.

1) 式
,

我们得到

必= C l一 必(e o s o
。
一 e s in o

。

) (4
.

7 )

利用 (3
.

5) 式和 (3
.

9 )式
,

我们求得

犷。-

= 一 2户乡(S in o
。
+ 。c o s o

。

)/ 5 (4
.

5 )

犷。 , ,

= 一 2户‘/ 5 (4
.

9 )

因为 (4
.

6 )、 (4
.

9) 式的右端的所有项都是已知量
,

因此。, 若 ,

必
,

犷。 ,

和犷o’
,

都已能求

出
.

问题得到最后解决
.

为比较文 口〕的解和本文的解之 间的差别
,

特以下列实例进行计算
.

设球质量 M = 0
.

02

k g ,

0
。一 5

。 , 拼一 0
.

0 1 , ;求半径 p 一 o
.

o l sm
,

必
。一 2 5 “一 ’ , 夕一 9

.

8 m / 5
2 .

椭圆余弦函数按截

断公式
〔“二

c n (一 “) 一 ‘一

少
: · “+ 1 + 4几之4 一

1 + 4 4庵
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计算之
.

计算结果如图 2 ~ 图 5所示
.

由图 2和图

3可见
,

文 〔1〕和本文的结果符合得相当好
.

但 中 (1 / s 、

�

0 0 2 0 叶

圈 2

1〔1 0 1 毛

必与t的关不

0 2 0
.

0 6 0
.
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圈3 乡与f的关系



带有微弱章动的圆球在粗糙水平面上的运动

由图 4 , 5可见厂
口 , ,

和犷口,

两个结果符合得不好
.

本文的结果较符合实验
,

但 也比实验稍大
.

这

说明忽略章动时
,

所求得 的速度 分量误差较大
.

同时也说明在微弱章动及不考虑摩擦力偶的

影响时
,

自转 角速度 必只是随时间周期变化
,

而没有衰减 (尽管实验证明这种衰减是很微弱

的 )
,

这是造成计算所得的速度分量 偏大的主
要原因

.

另外截断误差也是原因之一 卜
r

恤 的

‘* ,

(
n 飞/ s)

, ·

文〔1 1

本文

O
,

0 2
. . -

⋯
一 0

一

0 1

一0. 02 } \ _ 口,
. ‘

一一 . 口口~ 一
一 口口创. 一

曰沪声尸一 一
~ ‘. . . 曰. . . . . . 口. .

一 0
.

0 3

一 0
.
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一
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一
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日4 犷。 ,l 与t的关系

本文

三比
虎

一

0 0 6 0 10

图 S U 。 :

与考的关系

五
、

结 论

1
.

文〔门和本文都得到接触点速度按线性规律衰减
,

说明此结果 与有否章动无关
.

2
.

速度和角速度的关系为

犷。。二 一 2 (p乡s in o)/ 5
,
犷。 , ,

= 一 Z p 百/ 5

3
.

球心和接触点速度方向具有不变性
,

这已为本文所论证
,

且为实验所证实
.

4
.

通过具体算例的计算
,

证实文 [ lj 和本文所得的 自转角度乡和进动角速度 中符合得很

好
。

由结论 1和结论4可以认为文 [门的结果是一相当好的近似解
.

实验和理论都证实周 期 性

现象是这种旋进运动的主要现象
.

但 由于微弱章动的假设
,

以及不考虑摩擦力偶的影响
,

所

得的乡不随时间衰减
.

这固然与实验能较好地 符合
,

但影响了速度分量 的计算精度
.

5
.

通过具体算例的计算
,

证实文 [l 〕的速度 分量公式误差较大
,

说明忽略章动会造成 较

大的误差
.

由于本文是在微弱章动和忽略摩擦力偶影响的假设下
,

以 及 使 用 了 截 断 公 式

(4
.

10) 下
,

得到的速度分量公式
,

因此算得的速度分量仍 较速度模量的实验值和 计 算 值 为

大
.
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杨 鬓 英

T he Mo tio n o f a SPhe re w ith W e a k N u ta tio n
O n a

R o u g h H o riz o n ta l Pla n e

Y a n g J i
一 y in g

(D
eP a r *用 e ”才 o f A PPI‘e d P h g s ‘e s ,

S h a ” g h a i T e a e h e r s C o lle g e o f

T e e h” 0 10 9 9
,

S h a n g h a i)

Abstr a c t

F o r the m o t io n o f a s p h e r e o n a r o u g h h o r iz o n t a l Pla n e ,

in th e P r e v io u s

p a p e r

[ 1 ]
,

th e a u th o r a im e d a t p r o v id in g a p p r o X im a t e a n a ly t ie a l s o lu t io n s w li ile

the n u t a t io n 15 n e g le e t e d
.

In th is p a p e r ,
th e e o n t r o l e q u a t io n s fo r th e s p h e r e

二 it h n u t a t io n h a v e b e e n d e d u e e d o n th e b a s is o f p a p e r [ 1 ]
.

T h r o u g h th e m 记 iu m

o f s o lv in g th e se e q u a t io n s ,
t h e e o n e lu s io n fo r th e v e lo e ity o f e o n t a e t p o in t in

p a p e r [ i ] 1 5 s t ill p r o v e d t r u e f o r th e e a s c w ith n u ta t io n
.

W h a t 15 m o r e , s o m e

in t e r e s t in g r e s u lt s a r e g a in e d
,

fo r e x a m p le
,

th e v e lo e it y o f ee n t r e a n d e o n t a e t

p o in t 15 r e la t iv e t o th e a n g u la r v e lo e ity o f s p in a n d 皿u ta t io n , th e
d ir e e t io n o f

v e lo e ity o f e c n t r e a n d e o n t a e t p o i n t 1 5 e o n s t a n t
.

U n d e r th e e o n d it io n w h ie h 15

s u p p o s e d t o b e w o a k n u t a t io n ,
th e a p p r o x im a t e a n a ly t ie a l s o lu t io n s a r e o b t a in e d

,

5 0 tha t t he r e su lt s o f p a p e r

[ i ] 15 p r o v e d t o b e t r u e
.

K e y w o rds n 住 t a t i o n ,

m o t io n o f a s p h o r e , r o u g h p la n 。 , e o n t a e t p o in t


