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摘 要

本文利用S tr ic kl in 法[s1
.

采用三角形单元推导出了板在考虑弯曲和膜薄力的共同作用下的非

线性单元刚度矩阵的计算公式
,

还以此编制了壳体大挠度问题的计算程序
.

进行了算例 分 析
,

与

有关文献作了比较
。

关匆词 三角形单元 非线性 刚度矩阵

一 已 ! 生犷
、 J . 「刁

从目前的资料看
,

文献工5 〕给 出了假设三角形单元的位移场为线性时
,

形成非线性 单 元

刚度矩阵的计算公式
,

但 由于假设位移场为线性
,

忽略了板中弯 曲 力
.

C
.

B re b b ia 和 J
.

C o n n o r 二‘’虽然考虑了弯曲和薄膜力的共同作用
,

也计算了四边固支方 板的中心挠度曲线
,

但他们使用的是矩形单元
,

无法灵活应用于具有复杂边界形状的问题中
.

例如人工心瓣
,

不

仅具有复杂边界形状
,

而且有必要计算其弯曲及薄膜力场
.

故而
,

十分必要推导出三角形单

元考虑弯曲和薄膜力共同作用时
,

形成非线性单元刚度矩阵的计算公式
.

本文采用 s tri c k lin

法
,

从应变能非线性项出发
,

导出了板在考虑弯曲和薄膜力共同作用下
,

三 角形单元刚度矩

阵中非线性部分 〔K 〕
N : 中任意子 块 〔K

, J

〕二 :
的计算公式

,

并自编了计算程序
,

进行了算例分

析
.

二
、

公 式 推 导

在考虑弯曲和薄膜力共同作用下进行板的大挠度计算时
,

选用三角形单元面内位移为线

性
,

挠度函数为三次函数
,

用面积坐标表示如下二“’二4 ’〔6 ’:

.

国家自然科学基金资助
、

国家教委博士点基金资助项目
.
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对一般的几何非线性问题
,

面 内应变不很大
,

若同时考虑板 的弯曲效应
,
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:
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单元总应变能可分为线性及非线性两部分之和
,

即 :

乙j~ U : + U 二 :
(2

.

1 )

因为形成三 角形单元在弯曲和薄膜力共同作用时的线性变形单元刚度矩阵的公式是大家

所熟知的
,

故在此仅需推求非线性部分
.

由文献 [ 5〕
,

应变能的非线性部分为
:

U 二
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其甲 。 1一
声

t Z , c Z
-

由S七r ie k lin 法知
,

1 一 梦

2
E 为弹性模量

, t 为单元厚度
, ,
为泊松比

.

单元 刚度矩阵的非线性部分为
:

〔尤〕NL 一

l
口

2

卜〕 (2
.

3 )

其中 q ‘,

外为广义自由度
.
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由 (2
.

3 )式看出
,

只要将式 (2
.

2 )依次对各对应自由度二次偏微分
,

便可得到单元刚度矩

阵非线性部分的任一项
.

据 此
,

本文推出了〔K 〕
二 : 中任意子块 〔K

, J〕H :
(I 为行块数

,
J为列

块数) 中各元素的计算公式
.

如图 1 所示为单

元刚度矩阵非线性部分〔K 〕, : 中子块〔K , J 〕。

中各元素的存放情况
.

在推导中作如下近似
,

令 e
。 ,

0, 在每个单

元内为常数
,

于是它们与积分 号 无 关
.

因 为

‘
,

e’
,

‘ ,
均为 “ , 。 的一次函数

,

故二阶导

数等于零
,

图 1 中代号
.
的元素均为零

.

其它三

块中的元素由(2
.

a) 式 经推导
,

可得结果如下
:
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到此我们已得到了形成单元刚度矩阵非线性部分 〔K 〕
N : 中任一子块〔K

, , 〕, :
的 全 部 公

式
.

将此部分与大家所熟知的线性部分〔K
, , 〕: 相加 (如图 2 )

,

即可得到板在考虑弯曲和薄膜

力共同作用下
,

三 角形单元的单元刚 度矩阵中的〔K
, , 〕子块

.

〔K 们 : :

未未 带
、

}}}}}
米米带带带

乙乙乙 八 么么

八八八 △ △△

吞吞吞 △公公

QQQQQ 分 白白

公公公 。公公

食食 椒椒 井 书 弃弃

女女食食年 非井井

*** 食食年 非 津津

〔人为〕
:

图 2

三
、

程序及算例

在 以上公式的基础上
,

还编制了薄壳在弯曲和薄膜力共同作用下的大挠度及内力非线性

计算程序
.

此程序用三 角形单元组成的折板系统来代替原来的薄壳
.

每个单元在其局部坐标

下形成非线性单元刚度矩阵
,

然后转换到整体坐标下
,

进行整体刚度集成
.

采用荷载增量法

解方程
,

在求得各节点位移增量之后可进而求得各单元内力增量
,

最终可求得各单元内力及

内力场分布
.

此程序适用于各种复杂边界条件下的壳体大挠度应力计算
.

图 3 所示为用此程序计算的边
一

氏2a 的四边 图定正方形板在承受均布荷载p 作用下的中 心

挠度曲线
,

其 中 D _
一

只
享竺

、
,--

. , _ 。 3 1 6
.

。 _ 8。m
.

才一 。
_

: 。m
.

由于对称
,

仅研究其李
.

~ ~ 四 ~
’

~
’

一 一 1 2 ( l 一沪 )
, “

一 一
“ ‘ “ , - 一一“

‘ ,
’

一 一
“

一
‘ ·

囚
“ ‘ .J

‘

即
’

~ 明 ‘ “ ‘ 、

4
’

节点数 25 个
,

单元32 个
.

图 3 同时画出 了C
.

B re b b ia 等用矩形单元计算的结果及钱伟长
、
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今 ///////
口

‘咨咨

态态态丫丫
沪尸一一

厂厂厂厂
翌七七

DDDDDDD ttt

D
卜摘爹问

人

n�0

:
2
�l

0 10 0 2 oo 300

曰, ‘‘ 本文 结果

一
C

.

B r e b b ia等的结果

一
·

一 钱伟长等的结果

圈 3

叶开沉所得结果
.

可以看出
,

三条曲线变化规律相同
.

说明本文所导出的公式可靠
.

四
、

结 论

本文利用S tr ic kl in 法从应变能非线性项出发
,

采用三角形单元成功地推 出了板在考虑

弯曲和薄膜力共同作用下形成非线性大挠度问题的单元刚度矩阵的计算公式
.

本文未采用常用的Z ie n k ie w ic z 法而采用了不多用的 8 七ri C k h n 法
,

因为使用前一方

法
,

推导过程将是极繁琐的
.

其次
,

本文采用的是三 角形单元
,

它可结合任意形状边界
,

这是矩形单元不可比拟的
,

同时考虑弯曲和薄膜力
,

能够很方便地研究任意形状壳体中的弯曲和薄膜力场分布
.

虽然本

文所推导三 角形单元也存在着不足
,

例如从它的位移模式可以看出这种单元是一 种 非 协 调

元
,

但算例表明
,

其收敛性还是很好的
.
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