
应用数学和力学
,

第15 卷 第 5 期 (1 9 9 4年 5 月)

A PP lie d M a the m a t ie s a n d M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

平面二次系统极限环 (1
,

3 )分布的讨论
’

蔺小林 党新益

(西北轻工业学院) (西北 丁二业大学 )

摘 要

本文(a )对文献〔l] 中的定理2进行了修正
,

取消了假设条件 V 7

> 0 ;
(b) 对曲线 M (s’

,

的 . 。
,

J( o 2 , r
)二。

,

L (护
, r )= 。

,

T( 。 , , r ) = 。
, : ’= 。

聋以及
: ’= :

三 的位置关系进行了讨论
,

在保证系

统(1
.

1) 具有极限环(1
,

3) 分布的情况下
,

扩大了参数(
: , : )的变化范围

.

并用图示给以倩晰说明
:

(。)讨论了一类具有两个无限远奇点的平面二次系统极限环的(1
,

3) 分布
;
(d) 对系统 (1

.

1) 不论它

在无限远处出现一个
、

两个或三个奇点
,

给出了出现极限环线(1
,

3 )分布的统一处理方法
.

关 . 询 二次系统 极限环

一
、

对文献 [ 1〕中定理2的修正

、

l、ee
户

.�

g
r

二d一

卜一
3

十

文献〔l」考虑了系统

全= 一夕+ s x Z + x g

夕= x + r x Z
+ 3 : x 夕 ( 1

.

x )

其 中 ‘
及

r
为参数

.

在某些条件下极限环线的 ( l , 3 )分布
.

为了叙述方便起见
,

先引入以下

记号

厂
,
= : r ( 一+ : ) [9 : 2

( 2 一 r ) 一 ( s
r + 2 ) ( l 一 Z r )

“

〕

= s (一 r
) ( l + r )J (

5 2 , :
)

J (
s ‘ , r ) = ( s

r + 2 ) (一 Z r )
2 一 9 : 2

( 2 一 r )

汀 ( :
2 . : )一 : , + 选

一

, ( s r + : )
3

一

、

L (

T (

5 2 , r ) 二 9 5 2 + xZ r z + Z r

一

; 1

s , , :
) = 一 9 5 2 一 4 : 2

( 4
r 2 + 9 · + 4 ) 士1“

‘· + ‘, (一
斌 3 + l

2 )(
r + 斌 3 2一 ‘

){
9 ( 2 一 r )

及以下引理 :

_
,

_
_ 、 ,

2
, 护 _

_
, , 。 、 _ _ .

_

二
_

_

⋯ _
.

引理 . 伐 一 万 长 r咬 U 及 似 ( S’ , r) ) 0 ,
则系统 ( 1

.

1) 在无限远处有三个买奇点
: zv, =

J

( k
, , 1 , o ) ( j一 o , 1 , 2 )

,

且k
Z

> k : > k
。
= o

,

其巾N
。

及N
。

为鞍点
,

N l
为结点

.

,

钱伟长推荐
.
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引理 2 设

且指数均为十 1
.

引理 3 设

一

普
< : < 。,

贝。系统 (1
.

1 )在有限平面上只有两个实奇点。‘。
, 。,和“(x

。, , 。

)
,

一誉
< r < “,

贝。系统 “
.

‘)的奇点。与“的稳定性相同
,

亦即。为不稳定
,

贝“

A 亦为不稳定 , O为渐近稳定
,

则A 亦为渐近稳定
.

文〔IJ用待定双曲线的方法
,

考虑了无限远处出现三个奇点时极限环的(1
, 3 )分布问题

,

给 出了如下 两个定理
:

定理 1 对系统 (1
.

1 )
,

设
s> 0 ,

夕
,

> o ,

系数作微小扰动
,

可得到极限环的 (1
, 3 )分布

.

。 、 2 / / 澎万 一 1

巳门刁 一
一百 气

、 r 、、 一 —
石

-

口 ‘

,

则系统 (1
.

1) 的

定理 2 对系统 (1
.

1 )
,

设
s ) 0

,

护
7

> o
,

(1
.

1) 的系数作微小扰动
,

可得到极 限环的 (1

讨论么> o及扩<
。己的关系

,

我们有
* _

. 、 。 、 。

材了 一 l 一
_

/

命题 1 设
s > o , 一

‘

y一气
‘ 一

(
r < 一· l.

~
.

一 z 尹

2 、 -

且
.

有 一义爪曰
一

、 r < 一粤及
: 2

< : :
,

乙 J

, 3 )分布
.

则系统

:
,

且有护<
。 :

,

则必有叭> “
.

J

证 在命题假设条件之下
,

叭> 0 等价于J (s
, , : )> 。,

而 J (扩
,

r) > o等价于

,
, (sr + 2 )(1 一 Z r

)
2

名一 <咬 一
—

一石一} 不厂 一 f—
-

一
廿气z 一 r )

而巳假设

s “< 比 -

(4一 + 9 · + 4卜卜
(‘· + ‘,

(一
澎

一

了十 1 、, 澎 3 一 1 、
.

jI r 十 一 一 ~
石一一 , I

, 、 ‘ / .

9 (2 一 r )

~ _ _ 一一
。,

。 一 ~
、

,
门。
。 斌 亏一 1 /

_ _

/ l 、
囚阳 卜圆找 1IJ 只女肪议明 目 一 一 石

一 、
r

\一矿明
,

‘ 口

(4一 + 9 · + 4卜卜
“· + ‘,(一

双 了 十 l 、/
.

材
。 一 l \I

刃吸r 十 一 不一
~

一 口l
/ 、 ‘ / l

9 (2 一
r
)

<’些旦翌2旦甘
: )

2

、 9 (2 一 r )
(1

.

2 )

成立即可
.

因为 一
斌了一 1

《
: < 一

喜
,

对 (1
.

2 )式化简可得
O

“
· + , ,

(一心
2+

一

‘
一

)(
· + “

3 2士‘ > O (1
.

3 )

~ ‘
, ; 。 、

一一 斌 3 一 1 一 / 1 禹 、
_

_

、

夕交 Z众 气1
.

习 工V 仕 一 。
气

之 r ‘、 、

一
一。

l剑 月托』乙
。

‘ J

但应注意 : 斌 3 一 1 ~
, ,

。 、

二
曰 r 二 一

-

一
。

—
口U , 气1

.

0 产 工、
乙

成为等式
,

这时不等式 (1
.

2 )成为等式
,

故在
: 二

研
一

了一 1

2
处

,

J (
: 2 , r

)> 0与 5 1

< : 三等价
.

总

二
。,

扩 3 一 l 一
_

/ 1 _ ‘ _ :
/

_ 2 。
, 、 ,

二
: 仁 ; , _ : _ 、

\
八

、 二
: 二 、

‘二 ,
曰 一 人 -

一飞
之 r 、

、,

一 万 刚
, 江 、

、“ 时声泛以 材屯
肛

J

沙
,
1) /

u ,

即 爬兰队干
。

‘ J



平面二次系统极限环(l
,

3) 分布的讨论

由命题 1 ,

我们有定理
:

‘
, 二 。

、 , ,
, , , 、 、

几 _
、 八

斌 3 一 工 一 / 1 曰 、
_

, /
_ ,

。
,

~ ~ 一
, .

闪巨苏生 0 划 尔 劲右气1
.

1 ) , 诬义气夕 U , 一 ‘ 、七 r <.
、

一 下 , 月
.

月 & 吸、 ‘二 ,

州」万习示共允 气1 1 少四
‘ J

系数作微小扰动
,

可得到极限环线的 (】
, 3 )分布

.

二
、

六条曲线的位置关系

对六条曲线J (
5 2 , r

)二 0
,

L (
: 2 , r )一O

,

T (5
2 , r ) = 0

,

八了(:
2 . r )= o , : ,

一 s三及 5 2
= s三的位

置关系
,

我们有如下命题
:

命。
l ) 当一号

一

< · < 一

嘿
: ‘ 或 一

去
< 《

。 时
,

, (sz
,

r) 一 。

。
扩一比 , 2 ) 当

斌了 一 l _ , l _
,

一巴
“

一
< r < 一舟 时

,

J‘扩
.

r) ~ 0玲兮
》

5 2
一 s 兰

.

2 、
’

、 4 ” “ 7

命魔 : l ) 当 一
粤< : < 一

毛时
,

有不等式 9 : : < 1 一 Z r 一 , 2尸< 。。季成立
,

O 任

r ( o时
,

有不等式 (1 一 4 r ,

) < (s
r + 2 )(l 一 Z r )

2

(2 一
r )

一 ’

< (1一 Z r 一 1 2 r 2

) 成立 ,

2 , 当 一

音
<

3 , 当 一

普
<

·< 一

专时
,

有不等式 (5
: + 2 )(1 一 Z r

)
2

(2一 )一 < “ 一 ‘·2

, 成立
.

命题‘ l) 当 一

奋
< r < 。 时

,

且有 T (s
2 , r

)< 0 ,

贝。必有 M (:
2 , r

)> 0 成立
, 2 ) 当

一

汽
一 ‘ < · < 一

拯 且有J(
: 2 , : )< 。,

则必有M (:
2 , : )> 0 成立

.

命题 5 当 一
经< : < 一研 3厂 ‘ 时

,

a 乙

⋯�7..
.

一Th
.

·

一

l片l.,曰卜卜].
-一-i

有不等式

1 一 2 : 一 1 2 r 2
< 3 ( 一 r ) ( 5 : + 2 )

< ( s
r + 2 ) ( 1一 Z r

)
“

( 2 一
r )

一 ’

< 9 5 2 十

< l 一 4 r 2

成立
.

为了节省篇幅
,

以上 4 个命题的详细证明

过程略去
.

我们把六条曲线
: J (

5 2 , r
) “ o ,

L (
5 2 , r

)二

0 ,

T 一 (
5 2 , r

) = o ,

M (
5 2 , r

) 一 o
, 5 2

二 s草及5 2
-

‘三画在 (s
2 , :

)平面上
,

其图形如图 1
.

在图上我

们标出了定理 l
、

定理 2 以及下面定理 4 到定

理 7的参数 ( :
.

r
)的变化区域

.

M 二 O M ) 0

M < 0

·

::’’.;’.. 守丫不刀I

身
J -

:’Th Z
一

布
1

1鉴篡 诊
二爪

歌二
-

/ \
‘ , = : 色

/ 、

/

/ T = O T < O
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三
、

参数(s
, r )区域的扩大

根据第二节命题 2 ~ 5 ,

我们有如下定理
:

定理4 设
s > 0 , 一

斌万 一 1

2

< , < 一李
,

任

且有T (
: , , r

)> 0 ,
J (

5 2 , r
)< o ,

则对系统(1
.

1 )

的系数作微小扰动
,

可得到极限环线的(l
, 3 )分布

.

证 由命题 4 的 2 )知
,

在定理假设条件下
,

M (扩
,

r) > 0
.

为了以下证明方便
,

对系统 (1
.

1) 作坐标变换
: x 一 x , + 1 , , 一夕: ,

则原系统 (1
.

1) 的奇

点O (o
, o )与A (

x 。 , g 。

)分别变为O
’

(一 l , o )及A
’

(x
。一 1 , g 。

)
.

原系统 (1
.

1 )(我们仍用 x , , 表示

x l , , ,
)化为

{
方= s + Zs x + s x Z

+ x 夕

夕一 (1 +
: ) + (1 + 2 :

)
二 + 3 5。 + , x Z

一

卜3 5 : 。十
~

毕
犷。

“

J

取双曲线 F (x
,

川 = x Z 十 a x 一kx 夕一刀“ 0 ,

丝三 1 ~ 了
_

日尸

d t }
v . 。 、口x

d x
.

口尸
.

产 十 人

一
d t 口y

令
子}

·

答?--)
, _ 。

, _ 。

为定号
,

从而有

一

{(
2、 + a 一“。)(

·+ 2·x + ·x Z + x 。
卜“:

【
(‘+

·

卜 (‘+ 2 , , :

e
.矛

、
rJ, ..lJ

八‘

夕+ 3 5 , + r% 2 + 3 s x , +
1 一 sr

3

由F 一 。可得。
一众

一

(
二 Z + a 二一刀)

,

故

一

众
一

鑫
‘

, ·’

丝击

其 中 ,
。
一刀【

·“一 卫
孚

刀」
,

,
1一 5刀〔

“￡+ 2毛红
·

」
,

2
一 : 。一 (1十

:
)、

2 +

(
4 ·。+

号
少)刀

一

(
3 ·“a +

牛黔
a ’

)

j
3

一
、一 (1 + 2 ·)。

2 一

(
3·“一

胃
o r

)
a

,
‘

一(
rk

Z 十 2 : “一 卫
俨)

令f
。
~ o ,

f
, = o ,

f
3
一 o ,

可得
:

。 3S 左
_

_
O 二: 二

—
: 一

,

U 一 一
4 一 匕r

-

3 5左

1 一 Z r

一 sr 一 2

l一 9 5 2 一 4 r l

从而口
,

a ,

冷均可 由
: , : 决定

.

由定理假设条件知儿> O
,

此时我们有

f
:
二

:
(一 R 。一 2 )(7 一 1 o r + 4 r 2

)J (
: 2 , ·

)

(一 9 : 一 4 , 2

)
“

(l 一 Z r
)
“

(4 一 5 :
)

< O



平面二次系统极限环(1
,

3) 分布的讨论

又因为 l + 2一 3一> 1 + 2 · + ‘

争
一

号(
, + ‘, ‘Z

r + ‘, > 。,

故

,一兴恙:恕斜
< 0

由此我们得到了

d F ! 1

J于 }
, _ 。

=
-

蔽于LJz
x

一

十 J ,x
一

」

图 2

_
, _ _ . ,

d F I
_ _ _ _ . ,

d F !
_ _

_
, / _ , 、 _ 门、 , 上 ,

_

~ 一
且有

: x > 0 时有
产

等
~

{
_

< o , x < o时有 卜拱 }
_

> 0
.

又 由 a < o
,

左> 0 ,

刀> o ,

故双曲
一

门

“
’

/
一 “” 门 dt l, . 。

\
一 ’ ‘ ’

、 一 “” 门 dl }, 一 。 / 一 ~ ~ 一 、
一 ’ 一

/ ’

“
‘

一
’

一

线F (x
,

川 = xz + a x 一kx y 一刀二 0 把x 一夕平面分成了三个区域
.

如图2所示
,

分别用 I
,

I
,

I

来标记
,

从而在 I
,

! 内有F > o ,

在 I 内有F < 0 ,

在 F 一 0上
,

积分曲线由皿穿入 I
,

由 I

穿入 1
.

已知无限远奇点N
。

在F = o上
,

下面证明无限远奇点 N , ,

N
Z

在 I内
.

而 由k l ,

跳所具有

的性质可知只要证明 k> k
Z

> k ; > 掩
。
一 。即可

.

由引理 1知从> k , > k
。
一 0 ,

故下面证明在定理

假设条件下有k > k。
.

(2 + sr )
s

9 5 么 + 4 r 么一 1 ’

; 十
_

/
: 2 + 生

: (5 : 十 2 )

k
Z
二
_ 竺 一 一二i

一

_ _

故k > 壳
2

等价于

(95
2 + 12 r 2 + Z r 一 1 )。、 l

we

; 几
, , 一

{二
、

一

一r二死不二4尸 一户衬
“一

十了
r 气“r 十 乙少 (3

.

1)

由于已设T (
: , , r

) = 1 一9 5 2 一 4 : 2

> o ,
J (

s忍 , r
)< o ,

易证 当一

十 2 : 一 1> 0
.

给 (3
.

1) 式 两端平方化简整理可得

心万 一 1

2

< : < 一
毛时有

9 5 2 + 1 2r
任

(5 4 一 2 7 r
)
s ‘一 (2 4

r 3 + 5 4 : + 2 4 )5
2 + (s

r + 2 )(4 r z 一 1)
2

> o

即 (5 4 一 2 7r )(
5 2 一 s早)(

; 2 一 : 兰)> o (3
.

2 )

因为瞬> : 三
,

且J (扩
, ,
)< 0 ,

根据命题 2 的 2 )知
,

此时 : 2

> : 军
,

从而 (3
.

2 )式成立
,

故九> 几
: .

由此证明了N l ,

N
Z

均在 I 内
.

根据 引理 1及图2 向量场的指向可知
:

在 I与 兀内必有奇

点
,

故O, 在I内
,

才在 l 内
.

由J (:
2 , : )< o及引理 3知O, 与A’均为稳定的奇点

.

而无限远奇点

N
。

为鞍点
,

故在 I内有偶数个极限环
.

在 丁内有奇数个极限环
,

用文 〔2」中的方法
,

对系统

(1
.

1) 的系数作微小扰动
,

可得到极限环线的 (l
, 3 )分布

,

从而定理 4证毕
.

注 由命题3的 3 )知定理 4的假设条件不自相矛盾
.

定理5 对系统 (1
.

1)
,

设 : > 。
,

一子<
: < -

0

斌 3 一 l
且有 T (扩

,

r) > 0
.

扩> : 军
,

则

对系统 (1
.

1) 的系数作微小扰动
,

可得到极限环线的 (1
, 3 )分布

.

定理5的证明完全类 似于定理 4 的证明
,

此处从略
.

满足定理4 , 5的参数 (s
,

r) 的变化区域已在图 l中标 出
,

辙然
,

在保证系统 (l
.

1) 具有极

限环线(l
, 3 )分布的情况下

,

我们扩大了参数变化区域
,
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四
、

具有两个无限远奇点平面二次系统极限环线的(1
,

3) 分布

一) 问题

对平面二次系统

毖一X
Z

(x
, g ) 夕二Y

:
(x

, g ) (E
Z

)

文 [ 3」证明了在有限平面内有一个粗焦点及一个三阶细焦点
,

而在无限远处只有一个单 实 奇

点 (鞍点) 的情况下
,

极限环线的 (1
, 3 )分布

.

文 【门在文 [ 3」的基础上
,

讨论了在无限远处

有三 个实奇点 (一个结点
,

两个鞍点 ) 的情况下
,

极限环线的 (l
, 3 )分布

,

且文 〔l] 把文 【3〕

中的无切直线发展为无切双曲线
.

本文 讨论在如下条件之下
:

(A ) 在有限远处有一个三阶细焦点
,

一个粗焦点
;

(B ) 在无限远处有两个奇点 (一个鞍点
,

一个半鞍半结点 )

则 经过对系数的微小扰动
,

仍然能保持无限远处只有 两个奇点得到系统 (E
Z

) 极限 环 线 的

(1
, 3 )分布

.

二) 引理

我们研究无限远处出现两个奇点的情况
,

为了方便起见
,

对坐标轴作旋转
,

使一个无限

远点位于夕轴上
,

经过这种变换后
,

系统 (E
:

)可以写成 ‘4 :

分一 一 , 十 s x Z 十 x 夕自X
Z

(x
, 夕)

夕= x 十r x “十 3 x , +

此处
: , r

为参数
.

l 一 s r , 。 T r ,

一

丁
一 ,

一

丝
I ,

哆
,

, 吸 { (1
.

1)

原点 O (0
,

0) 显然是方程 (1
.

1) 的奇点
,

由〔5 」我们可以算出此奇点的焦点量为 护
;
一 0 ,

夕
。
二 o ,

V
S
= 0 ,

护
:
~ s r (1 + r ) [。5

2

(2 一 r) 一 (5 : + 2 ) (l 一 Z r
)

2

」年 o ,

在以下讨论 中
,

令
s> o ,

不然作变换夕
1二 一刀 , x ; ~ 、 ,

t l - 一 t就可将
:
化为 一 : .

、 ,

_ _
、

_
.

_ 一
,

_ . .
. . .

、 _
_

_
. 、

⋯
X Y

、 _ . 、

_
, ,

为了研究无限远奇点的性态
,

引入射影齐次坐标
, ‘一汤

, ”一仓
,

(“
,

功 对应于 (X
,

y
,

Z)
,

则Z ~ 0 即为无限远奇点
.

、
.

_ 二
、二

2
5 1埋 l

‘

哎 一 5 < r < 一

’

N
Z

(
-

6

2 5
’

: 一
_

/ 从
一 : ) 、5 : + 2 )

,

则方程 (1
.

1 )在无限远处有 两个实
r- 咨

奇点
:

N , (o
,

证 方程 (1

, 0

)
,

其 l牛」N l
为鞍

廿

点
,

N
Z

为半鞍半结节
.

l) 在射影齐次坐标下化为

d尤 d y d Z

(4
.

1 )

片
十就

七十 尤Y z y 十 ,
一

厂 +3 就 y 十 吮5r 尸 。

3

无限远奇点应满足的方程为

Z 一O

、 (; 、
2 十 。‘、 l

一屯
5 · 、

·

, 一 。

{



平面二次系统极限环(1
,

3) 分布的讨论

其中有一根为九
。
=
X
了~

0 ,

另外 两根满足方程

f (掩)=
r k

Z
+ Z sk 一

2 十 s r

3

_
、

.

_
.

5 ,

_ 2 , , 6
, , , 、 。

由引理条件知
,

f (k ) = 0只有一个二更买根 勺 ~ 一 下
,
田寸一 5 又 犷又 一 25’ 砍气户 ” ·

下面讨论奇点N , ,

N :
的性质

.

在方程 (4
.

1) 中令Y 二 1 ,

则有

d :

毕
: 十

3sX
; 十 rx

Z
Z 十

XZz
d X 一 _ 旦土兰x 十 z +2

sx
Z

+r X
3 十X

Z
Z

~ 2 , , 6

囚一 万、
r
、 一丽

故 一

C是分)(
一

黔)
< “

·

从而奇点Nl 为鞍点
·

对奇点凡(
一

知
,

0),

作变换x ; 一X +

手 Z 、= Z
,

变换后的方程仍以X
,

Z 记
,

则得

d Z

d X 一

业士1 2 十 : x z 一三矛十 :

厂z 十 x Z
,

2 (l + r ) , _ v Z

一—

—
艺奋— J 了L —

r
2 S

(4
.

2 )
X Z 十Z X

“十 rX
“

其中 一江⋯弃而石
.

方程 (4
.

2 )的特征方程为

sr 十7

3
一 P

一 2 (1 + r
)

3 r

。

(
s r + 7

p 一一
-

丁
- )
一。

一 P

P l 二 0
.

PZ =
sr + 7

3

,

故奇点 (。
.

0) 是李雅普诺夫型奇点
.

令

尸(X
,

Z )二
s r + 7

3

z +s X z 一 里矛 十 rX
Z
Z + x Z

Q (X, z 卜 一 2‘
号,

一

: 一 52
2 - 钾

一

X Z 十 Z x
z + rX

3

在原点 (。
,

0) 处作一小长方形如图 3 所示
.

我

们来计算 (o
,

0) 点的指标
厂。二,

取 Z ~ 士1
.

X

= 士: (。> 。
. 。《 l) 围成之知形为R

,

然后令方

程 (4
.

2 ) 绕R 逆时针方向旋转一周计算其负零

变到正零的次数。和正零变到负零的次数
。 ,

l 舀

‘

巾{
F } E

贝“奇点 (0
, 。)的指标 ‘一 ; (

。一 。)
. 沈乍
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l份Z )

一.Z
一 。簇X 簇

。,

X一X
,

尸一Q=
一Z一一

,
|�上XZ一d C一d一B

在记

P (X
, l ) =

5艺少了 +
, “ 、

十 ( l + : )x 十 rX
Z 、 “

3 气一 r )

Q ( X
, l ) = 一

2 ( l + r
)

3 r

2“ x + ( l一 : ) x
, + rX

3
斗 o

所以沿着 B C 有。二 0,

在 D A 上
,

Z = 一 l

= 0
.

一 。《X 簇。.

尸 (X
, 一 l) ~ 一 (

s r 十 7

3
十 )

+ “一 , X 一X
“

Q (X
, 一 l ) =

2 ( l + : )

3 r

2 S

十 X 一 ( l 十 : ) X
之十厂X

3

依据 引理假设 条 件
,

易证
s r + 7

3

S
_

十寸 )
r

5 一

厂
‘0 > 。

,

旦‘

兴
一

< 0
·

故 尸‘尤
, 一 , , 钾 。

Q (X
, 一 l) 午。

,

所 以沿 着 D A 有m - o 一 ” = 0
.

一 1簇Z簇 1

、

、/ .
Z

s r + 7

3叹

在 A B 上
,

X = 。 .

尸 (。
,

Z )
, .

, S

十 己S 十 r己 一

十 己乙 一 一
r

Q (。
,

Z ) =
2 ( 1

_

+ 过
一

: 一 : 。2 一 2 5 0 2 + 。2
2 + : : 3

j r r

令尸‘
“,

‘, 一 。可解得 2 1 一 0 ,

2
2 一

(
s r 十 7

3

十 : 。、 : 一

)( 一)
一 ‘

< 。,

> 外 当 2
2
< Z < 0 时

,

尸 (。
,

Z ) < 叭 当 一 1簇 Z < Z
:

时
,

尸 钾
,

Z ) > 0,

< 0
.

Q (
。 ,

几 ) < 0 ,

所 以沿 着 A B 有m ~ 1 , 。 ~ 1 .

在 CD 上
,

X - 一 : , 一 1簇 Z簇 1

当 Z > o时
,

P ( e
,

Z )

而 Q (e
, o )一 。2

( r 。一 : )

、

、月/
Z

尸‘一 “ ,

Z , 一 Z

(
s r 十 7

3

一 ￡S 十 r ￡z 一 ￡Z _ ￡

r

Q ( 一
。 ,

Z ) =
2 ( 1 + r )

3 r

z 一 S 巴‘

十
2 万 二

.

, 。

己乙 十 巴一Z 一 r 己

令尸‘一
“ , 二

, 一 。可解得 Z : 一 0
,

Z : 一 (
s r 十 7

3

_ : : 、 : 一

)(
+ ·

)
一 ‘

< 0
当Z > o时

.

尸 ( 一 : ,

Z) > 与 当Z 竺< Z < o时
,

尸 ( 一 : ,

Z ) < o ; 当 一 1簇 Z < Z 竺时
,

尸 ( 一
。 , Z ) > 0. 而 Q (一 “ .

0)

一
扩 (s 十二 ) < 。,

Q ( 一 。,

z 誉) < 。,

所 以 沿 着
勺

万万有 tn = 1 , n 二 1
.

总之
,

方程 ( 4
.

2 ) 沿着 R 逆时针旋转一周
,

。 ~ 2 , 。= 2 ,

所以奇 点 (0
,

0) 的 指 标 为

‘一

;
一

(。一) 一 。
.

故由此断定奇
砂

点 (。
,

。)为半鞍半结点
.

弓!理 2
,

没一 廿<
r < 。, : 一

_

/
’ ‘一 : ) ‘。二十 2 )

,

贝u方程 (l
.

; )在有限平面上只有两个实
口 月 3

’



平面二次系统极限环 (1
,
3 )分布的讨论

奇点
,

且指标均为 + 1
.

证 令方程 (1
.

1) 第一式为零可解得 y 二
s x Z

l 一 X

,

把它代入方 程 (1
.

1) 第二式
,

注意到引

理假设条件
,

则奇点 (
x ,

川 坐标应满足的方程为
·

{
‘+ ‘一 2 ,

· + “一 5

一
‘·)一 + 多旦

r “
犷

r Z

, 一
}
一 。

巳知 (o
,

0) 为方程 (l
.

1) 的三阶细焦点
,

另外的奇点坐标 由三次方程

。
, 、 *

.

, _ 、 . _ , 、 ,

2 5 r (l + r Z

)
G (x) 自 l 十 (r 一 2 )x 十 ‘1 一 4 r 一 5尸 )x

“十 “巴 、

冬」 生
一
’ x “= 0

、 ‘

一
· “

-

一 / 一
’ 、 - -

-

一 产 一
’

g

确定
,

此三次方程有一个单实根的充要条件为

F (
r )叠 9 r 2

(s r + 2 )
2 + 3 : (5 : + 2 )(2 一 2 : 一 1 3 r z

) + (z 一 s r )(一+ r
)
“

> O

对F (,
)化简可得

F (r ) = (l + r )
“

[ (l + 4 r )
“ + 9 r 2

]> o

从而在有限平面 内
,

方程 (1
.

1) 只有两个奇点 O (0
,

0) 及A (x
。, 夕。

)
.

且 A (x0
, 刀。)为单实奇

点
,

结合引理 l ‘,

根据全平面的指标定理
二, ’可知

,

奇点A (x
。 , g 。

)的指标为十 1
.

、
:

_
. , 、 。

2
, , _

/ , 一一 - - -

一一下
~

_
.

匕 ~
. J 、 .

、
,

_
_ _ 二

_ , , _ , _

。

, ’埋诊
‘

坟一5
仃刽

, “一尸二(
一 犷)( s r + 2 )

,

则奇点口与难均为小稳足的俞点
·

证 对方程 (1
.

1)
,

奇点O (0
, 0 )的焦点量 夕1 ~ o ,

犷
3 = o

,

V
6 = o ,

犷
7 = s

(一
r )(l + r

)
3

(sr

十 2 )> o
,

从而O (。
,

0) 为三阶不稳定细焦点
.

下面证明奇点A (x
。 ,

刀。

)亦为不稳定奇点
.

在

A 点处求方程 (1
.

1) 的发散量
:

D ‘A , 一

(鲁
+

瓮)}
, 一 5一 + 旦考

o r 。。

10 s x 。(l
一

卜r
)

x o 一 1

3

X0 一万 l + r

因为奇点A 的指标为 + ,
,

且为简单实奇点
,

故在此处奇 点 A 只能为焦点或结点
,

其稳定性

由D (A )的符号确定
,

由于

G (l ) =

D (A )> o ,

则A 为不稳定 , D (A )< o ,

则A 为渐近稳定
.

;矜
一

(5
· + 2 )

2

(卜 5 ·)> “,

G ‘+ 一 , -

一 、 ~
、 ,

2 / / 八 , ,

n
, J 、 , ,

_ ,
,

「 3 1

叹 x0 户 1 .

囚刀 一 ;

久r火 U ,

故刀 L月 ) 的付亏田 I X 。一 。

口 L ‘ 1 es
l
~

I

一 。。 .

〕
而定

, 下面证明
卜

一

叠
·

,

车
r

〕
> 0

.

由于G (x) 二 o只有唯一的实根
,

而G (0) 一 1 > o ,

G (+ 、 )< 。,

故 G (x) 与 (x
。一 x) 同号

.

特别 当 x

上 ,
_

「 3

联Lxo 一 2

一

;
一 ,

纷
: 时‘

(乡
·

、
车
、
)
与
(
x0 一

争
,

车
:

)
同号

.

而
《

一

;
一 ,

劲
一 、

{丫户
0

,

l

1 十 r _

不稳定的奇点
.

三 ) 定理及其证明

定理 6 对 万程 (1
.

1)
, 设 一

) < 叹
一
{

, : 一
‘

/ “
一 ,

: 曰 5 , ,

卜: )
,

则方程 (l
.

!

)wJ 系 数
J j 洲 3

’
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经过微小扰动
,

可得到极限环线的 (1
, 3 )分布

.

证 由引理 3 ‘

知
,

奇点O (o
,

0) 与A (与
, g 。

)均为不稳定奇点
,

为方便起见作变换
x , 二 x

一 1
.

夕1 = g ,

方程 (1
.

1)的奇点 O (o
, 0 )与 A (x

。, 夕。)变为 O
‘

(一 1 , o )与A
‘

(
x 。一 1 , 夕。)

,

方

程 (2
.

1 )变为(仍然用x , v记 x l , 夕;
)
:

{
分= s + 2‘x + s x Z + 大夕

1 一 sr

夕= t l + r )十吸l + 艺r ) x + 3 5 9 十 r x
‘

十 3‘x g 十 一
~

下一 夕
‘

其中 一

扣r<
一

{,s
一

去(一
r ) (s

r + 2 )
.

在
x 一

, 平面上取一双 曲线 F (
x ,

妇 ~ 扩 十 a x 一脉, 一刀一 0 , a ,

寿
,

刀为待定常数
,

选取

这些数使得岑
二

以 ‘

d F
为定号

子{
, _ 。

一

扁
一

鑫尸

,
。一。!

·“一

气鱼刀〕
,

1
1 一 5 ,卜

“+

气丝
a

〕

,
: 一 : 。一 (, + ·

);
2 +

(
4。·+

一

罕
犷
一

)刀
一

(
3·“a +

气全
a ’

)

,
3

一
: “一 (l + 2 ·)。

2 一

(
3 : “一岑

旦仁
)
。

,
‘

一(
·、

2
+ 2 : 、一s r

护)
了

1 = o ,

f
3
二 o可得

3sk

4 二丽
, a

3 ￡壳

l一 Z r

(s
r + 2 )

s

Z r z + (l + 3 r
)
“

f
Z
-

s
(一 sr 一 2 )(s

r + 2 )(x +
r
)
“

(7 一 1o r + 4 r 2

)

〔2 r 2 + (1 + 3 r )
“

」(1 一 Z r
)

2

(4 一 s r
)

(s
r + 2 )(1 +

r
)
“

〔r
Z
+ (Z r + I)

“

]

由定理假设可知
,

d尸

d 才

a < O
,

3 [ 2 : 2

+ (l + 3 r
)
“

]
“

k > o ,

刀) o ,

f
:

> o ,

f
‘

) o ,

由此可得 5JJ
一

会
一

[了
: x 么

+ 2
4 “‘」

k x ‘ J ‘, ,

当二斧 0时
,

刽
; 二 。

与·同号
.

即冷
。时

,

侧
, _ 。

> 。,

《
0 时

,

丁!
, 二 。

< 0 ,

由于 a<
0

·

寿> o
,

刀> 0 ,

故双曲线 F (二
,

川 一扩 + a x 一 k却一刀一 。把 x 一

万平面分成三部分
,

分别用 I
,

I
,

l 标记
,

在 I 及 l 内F > o
,

在 l 内 F < 0 ,

在 F 一 。上积分曲线 由 I穿入 I
,

由 I 穿入

l
,

如图 4 所示
.

由于 庵- (s
r + 2 )s

2 r 2
+ (1 + 3 r )

“ ’

“
么

一 )
,

依据假 设条件易证 “> “
Z

> “1一 。

由上述结论可知N
Z

在 廷内
,

而N l在厂 一 。上
,

即在 I 与 兀的边 界上
.

由向量场的指向知

道与 N l 相连接的轨线在 l 与 皿内
,

如图 4 所示
.

这时 I及 皿内均必有奇点
,

而在有限平面



平面二次系统极限环 (1
,

3) 分布的讨论

内只 有 两个奇 点
,

故 O
’

(一 1 ,

0) 在 I内
,

A
‘

(x
。一 1

,

, 。

)在 l 内
,

且已知O
‘

与A
‘

均为不

稳 定奇点
,

从而由P o in c a r ‘一
B e n d ix s o n 环

域原理知
,

在 I内有偶数个极限环
,

在 l 内有

奇数个极限环
,

用文〔2 」的方法
,

对系统 (1
.

1)

的系数经过微小扰动
,

可得极限环线的 (1
, 3 )

分布
.

值得注意的是
,

由于无 限远奇 点 N
:

是高

阶奇点 (半鞍半结点)
,

故 经过微小扰动后
,

N
Z

可能分解为两个或消失
,

这时就 成为文 〔1〕或文〔3〕的
’

!箭乡
,

我们能证明系统 (1
.

1) 经过微

小扰动
,

使奇点 O (o
,

0) 变为粗焦点时
,

仍然只有两个无 限远奇点
.

系统 (1
.

1) 经过三次微小扰动后的方程 为

d x
,

二
』 、 。

二
_

.

0
. 、

J ‘ 一

= 权 一 g 十 (S 十月￡)x
‘

十名夕十 吸万 e 十七 () )夕
-

以 奋

(1
.

1 )
‘

空一
二+ 切+ : 二2

+ (3
: + 。。

)、 + (生只互竺+ : 。

、
。2

U 奋 、 J ,

其中 C今 O

、 ,

_ _ _
_

_
, 、 _ 、

二 _ _ _
_

_
.

⋯ ⋯
_

.
, 、 _

. _
、 . , .

。 , 、 ‘ ,
.

,

_ _
, ‘

X
为 J 研咒杀统 训

·

1 )
‘

的尤 限匹奇点的性态
,

我 1lJ 对 (l
.

1 )
‘

作射拿开久坐杯父殃
, X 一 Z

,

Y
, 一 了

, 则 (1
.

1 )
‘

化为
:

d X

X

几X 一 Y Z + (
s + A :

)X
“
+

+ X Y + (B
。+ c d)Y

Z

d Y

Y

X Z + 几YZ + : X
“
+ (3

: + D e
)X Y +

d Z

Z

+

(
一

‘

亏
s r

一

+
云
·

)
Y

‘

甲 ~
、

_ 一 卜一
、
_

。 _ , , , 、
, _

、

/
,

X 、

兀 P民匹俞息皿俩足田万侄为林 = 、j 刃
、 1 1

Z = 0

r“
3 + 〔2 ‘ + ‘D 一 A )。」“

2 +

(
。 2 十 sr

2二己一
—

于一
J

)
、一 、·。 + 。占, 一 。

} (a )

对方程 (a) 作变换
:

k = U 一
2 5 + (D 一 A )

。

3 r

则 (a) 变为
(b )

其 中

U
3 十尸U 十Q 一 0

尸

一州少土必
’
愧了萝州夕

二少多吐

。一 2仁2· + ‘“ 一“ , ·“
“ 一 2 7 ·艺 (B · + c “, 一 ”·〔2 ·+ ‘” 一 “ , ·」

(
“一 2 十 s r

3
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当 e令 。,
“今。时

,

尸令 一

公
。45

2

一贯
、(一)(5

· + 2 )< 。,

故当
· ,

“充分小时
,

p < 0
.

由三次代数方程 (b) 的判别式 △一 4尸
“+ 2 7Q

2

可知
,

当 △~ o ,
尸今 o或 者 O 今 0时

,

方程

(b) 有一个单实根及一个二重实根
,

从而把尸
,

Q代入△= 。中可解出

。一

艺{
一B · + 、奋l

。·(2
·+ (D 一 A )

·
)
(
E 一

一 2 (2
: 十 (。 一 , )

。
)

3 、 2 :一
(
一

弄
*

8

)
’‘’

〕}

2 十 sr

3 )

因此当。
选取后代入上式

,

我们可适当选取A
,

B
,

C
,

D
,

E
,

使由上式决定的占满足 要

求
.

而由A
,

B
,

C
,

D
,

E 的任意性
,

故 d也具有任意性
,

因而系统 (1
.

1) 经过三次微小扰动

后的系统(1
.

1 )
‘

仍具有两个无限远奇点
,

且具有极限环的 (1
, 3 )分布

,

定理证毕
.

五
、

无限远处出现不同个数奇点的统一处理方法

对系统 (1
.

1 )
,

当 一

着
< r < 。

,

M (
5 2 , ·

)< 。时
,

可用直线作为无切线
〔3 」
把有限平面上的

两个奇点分开
.

我们断言在 此情况下
,

也可用双曲线作为无切线
,

完全应用本文第四节中定

理 6 的证明方法
,

对参数 (
s , :

)的存在区域
,

我们证明了如下定理
:

定理 7 对系统 (‘
.

‘)
,

设 一

;
< 《

一

奋今
。,

且有 M (sz
,

r)<
。

·

则对系统 (‘
.

‘)的

系数作微小扰动
,

可得极限环线的 (l
, 3 )分布

.

证明过程从略
.

在 图 1 中
,

我们已标 出了定理 1 定理 2 及定理 7 中参数 (
s ,

r) 的存在区域
,

而定理 6 中

参数 (
s ,

r) 的变化范围正好是定理 1 ,

定理 2 与定理 7 的公共边界
,

从而在宏观上清晰 地 表

明了第四 节讨论的是临界情形
,

同时也说明了定理 6 的正确性
.

根据定理 1、 7 的证明
,

我们得出了对系统 (1
.

1 )
,

无论无 限远处出现一个
、

两个或 三 个

奇点
,

我们均可用
“

待定双曲线
”

这个统一的方法进行处理
,

从而得到了处理这类问题方法上

的统一性
.
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