
应用数学和力学
,

第 �� 卷第 �

� � � ��� � � � �� � � � � �� �  

期
� �

���� �年 � 月�

� � � � � � �� �
应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

一类非线性积分微分方程的初边值问题

崔尚斌 屈长征

�兰州大学数学系� �西安 西北大学数学系�

�钱伟长推荐
,

�� �� 年� 月� 日收到�

摘 要

本文讨论下列初边值问题整体经典解的存在性
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该问题所描述的是一类具有非线性粘弹性的粘弹性杆的非线性振动
�

在一定条件下
,

我们 证 明了

该问题整体经典解的存在唯一性
�
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积分微分方程是近年来研究十分活跃的一个课题
,

其中来源于粘弹性力学的一些积分微

分方程尤其为人们所重视
,

参见 〔�、川
�

在文献 �� � 川 中我们讨论了 描 述 具 有 广义

� � � � �� � 线性粘弹性的粘弹性杆之非线性纵振动的积分微分方程
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的初边值问题整体解的存在性
、

稳定性以及解的爆破问题
,

本文我们讨论下列非线性积分微

分方程
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的初边值问题整体解的存在性问题
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熟知这一方程所描述的是具有本构关系
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�� 分别表示坐标为
�
的截面在时刻 � 的位移和所承受的内力� 的均匀粘

弹性杆的非线性纵振动
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我们证明了
,

当函数 。 �
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�� 的两个一阶偏导数均有界时
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对于一
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� �的一定初边值问题存在唯一的整体经典解
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必须指出
,

虽然本文是文 〔明 的继续且所用方法 相同
,

但不仅本文所论方程类型更加广
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而且对非线性函数 � �
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� 的要求也要弱
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从下面的讨论还可看到
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在整体解 , 为保证上述问题存在整体解
,

函数a和 f必须满足一些 更强的条件
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出于力学方
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【“ ’:



一类非线性积分微分方程的初边值问题 367

f (
x ,

*
, s ,

P
)

= 夕(
x ,

t
)

+ h
l

(

s

)
+ h

:

(
P

)
+ h

3

(

s

)
P

并设函数几
, 。 ,

h, ( j = 1 ,
2

,
3

) 分别满足下列条件
:

(A ) 侧t) 在 [0
,

+ co ) 上一次可导
,

且矛 (t) 在有界区间上有界 ,

(习 a(
:,

q) 在RI x RI 上有二阶偏导数
,

各二阶偏导数都在有界集上有界
,

且

a (o
,

o
)

= 0

!斋
(· , 。)

卜{
一

言普
‘一 。,

{
(

一
‘二 “一 “, ‘R

‘
X “‘

( H
l
) h

;
(
s
) 在R

‘

上二次可导
,

h 犷(
s
)在有界区间上有界

,

且

h,
(

o
)

= o
,

h
:

(

s

)

s

《eon 。七
.52,

V
s 〔R

‘

( H

Z

)
h
Z

( P) 在Rl 上二次可导
,

h,[ ( P) 在有界区 间上有界
,

且

hZ(o)= o
,

h 二(P )《eon st
.

,

V P 〔R
,

( H

。

)
h
3

( s) 在Rl 上二次可导
,

h;’ (
:
)在有界区间上有界

,

且

h3(
s
)(
eonst

.
,

丫s〔尸
‘

再设函数甲
,

劝和川茜足下列条件
:

(C ) 切〔H 吕(
a ,

b
)

,

功〔H 活(
a ,

b
)

,

并对任意t) 0有g (
二 ,

r
)
〔H 急(

a ,
b

)

,

且对任意T > 0
,

g
(

x
,

t
)

,

口g (
x ,

r
) / 口x

,

口
29 (
x ,

r
) / 口

x Z
都在L

Z
(〔
a ,

b 〕只 〔o
,

T ] ) 上平方可积
.

本文的主要结果是下列

定理 1 在上述条件下
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一
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价

,
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.
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凤
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:
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据此应用

应用

推论1
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e
l l m

a n 引理 即得 (3
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.
证毕

.
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+
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口x
Z
刁丁

d X d 一{:}:
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}
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.
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Z
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“
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口
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) { d
x
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这里用到了引理1
.
把(3

.
16)代入(3

.
15)便得
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, d ·
d
·
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(
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食
一

(

X
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下
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(
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)
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.
14)右端第一项

,

我们有
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)

口
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Z
口丁
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{

。

{

(
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)

食
一 口
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口X 口丁
d x d
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(
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l
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一
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T
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所以从 (3
.
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)

口
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口

这里用到了引理1, 对于 (3
.
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,

应用条件(H
:
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’
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对于(3
.
14)右端第三项

,
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在 G ag liard o
一

N i
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b
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g 不等式
r’. 1
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{

’

d
X

)

’‘’

仃:{
?‘· ,
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·
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(
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/
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对于(3
.
14)右端最后一项关于x分部积分可得
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据此应用 G ro n w all
一

B
e
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.
证毕

.

推论2 在引理 l的条件下有
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这里用到 了前面所得各结论
.
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.
证毕

.
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对于 (3
.
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的函数州x
,

t) 所组成的函数空 间
,

即

: :一
{

。。C
3
(〔
。 ,
“〕又 〔。

,
+ 一 , , :

!!。 }.。
:
一 m a x

{ {念
!
]]
::又 : 、,

“+ ‘《3

卜
一
}

不难证明B
:
按范数卜IB

:
成为一个 B an ac h 空间

,

并且能够完全连续地嵌入到e ([a
,

b]
认

[0
,

劝 )中去
.
而由引理1、引理5知对每个T > 0

.
{u 。

(x

,
f

) } :

_
1是B , 中的有界序列

,

因此它

必有按C
,

( [a

,

句 x 「o
,

T
j) 拓朴收敛的子序列

,

记其极限函数为
。 ,

(x

,

t)

.

则不难验证
。,

(
x ,

t)

是 l’q 题 (2
.
4)、 (2

.
5 )在 〔

a ,
b 〕义 仁o

,

T 〕土的解 (参考「9]定理 一的证明 )
.
注意到{

。.
(
x ,

t
) } ;

一 ,

的每个按 c Z(〔
。 ,

胡 又
[0

,

T 力 拓朴收敛的子序列的极限函数都可用相同的方法证 明 为问题

(2
.
4)、 (2

.
5 )在 [

a ,

b 〕
·
、
[o

,

T ] 上的解
,

所以由解的唯一性知整个序 列 {
。。

(
尤 ,

t
) } :

。 ;

都 按

e ([a
,

bl
x

[0

,

几 )拓朴收敛于
“,

(x

,

t)

.

另外
,

又由解的唯一性知对任意T
l> 。和T Z> 0

,

在

[a
,

b 〕只 [o
,

T 〕(T = m in (T
l ,

T

Z

) ) 上u
: ,

(

x ,
t

) ~
。: 2

(
x ,

r
)
二 。,

(
x

,

t
)

,

所 以可定义 [
a ,

b 〕x [o
,

+

co ) 上的函数
u
(二

,
r

)

,

使对每个丁> o
,

在 〔。
,

。l 又 [ o
,
了〕上。

(
二 ,

t
) =

: ,
(
二 ,

t
)

.
: 显然函数

“
(
x ,

t
)

就是 问题 (2
.
4 )、 (2

.
5 )的整体经典解

.
定理证毕

.

参 考 文 献

C hristen son . R
.
M
.,

T h
e o r

g o

f
厂‘s c o e la s r‘e ir夕

,

A
o

l
”t , o

d
材e r i o

n ,
Z n

d
e

d i t i
o n

,

A
e a

d
e

m i
e

P
r e s s ,

N

e
w Y

o r

k (
1 9 8 2

)

.

R

e n a r
d y

,

M

. ,

W

.

E

.

H
r u s a a n

d J

.

A

.

N
o

h
e

l

:

M

a t h
e 川 a才‘ea l P ro b le 优5 in 犷is eo

-

elas tfe ft夕
,

L
o n

g m
a n

G

r o ,‘
P

,

B

o s t
o n 一 L o n d o n 一M

e
l b o

u r n e
( 1 9 8 7 )

.

M
a e C a m 了

,

R

.

C

. ,

A m
o

d
o

l f
o r o n e 一d i m

c n s i
o n a l

n o n l i
n o a r v i s

e e 一lastieity
,

Q
“a r t

.
A P P I

.

M
a t h

. ,

3 5 (
1 9 7 7

)

,

2 1 一33
.

D a ferm os ,

C

.

M

.

a n

d J

.

A

.

少丁o h e l
,

E

n : r
; y m

。
t h

o
d
s

f
o r n o n

l i
n e a r

h y p
e r

b
o

l i
e

V
o
l t

e r r a
i
n

t
e
g
r o

d i f f
e r o n

t i
a
l

(
q
u a t i

o o s
,

C
o 。。

.
P 。 r t l.

a
l D ‘ff

eren tia l 刃q u a *10 ”s
,

4 (
1 9 7 9

)

,
2 1 9 一278

.

D a ferm os ,

C

.

M

.

a n

d J

.

A

.

N

o

h

e

l

,

A

n o n

l i
n e a r

h y P e r
b

o
l i

c
V

o
l t e r r a e

q
u a t i

o n

i

n v
i

s e o e

l
a s t i

e

i t y

,

A 阴er
.
M
a 了h

.
J
. ,

S

: l
p p

l
e

m

e n
t

(
1 9 8 1

)

,

8 7一 116
.

H rusa
.
W
. an d M

.
R en a rdy

,

O

n
w
几 v e p

r o p
a
g a t i

o n
i
n

l i
n e a r v

i
s e e 一e l a s t i

e
i t y

,

Q

o a r
t

.

月 P P I
.
M
a th

. ,

4 3 (
2 9 8 5

)

,
2 3 7 一253

.

H rusa ,

W

.

a n
d J

.

A

.

N
o

h
e

l

,

T h
e

C
a u e

h y p
r o

b l
e

m i
n o n e 一d i m e n s i o n a l n o n l i n e a r

v i s
e o e l

a s t i
。
i t y

,

J

.

D f

f f

.

E q
o a

. ,

5 9 (
1 9 8 5

)

,

3 8 8 一412
.

E n gler
,

H

. ,

W

e a
k

s o
l

u
t i

o n s o
f

a e
l

a s s o
f q

u o s
i l i

n e a r
h y p

e r
b

o
l i

e
i

n t e g r o 一
d i f f

e -

r e n t i a l
e q u a t i o

n s d
e s e r i b i

n g v
i
s e o e l a s t i

e
m a t e r i

a
l s

,

A
r e

h

.

R
a 了‘o n a l M

e e h
.
A n a l

. ,

1 1 3 (
1 9 9 1

)

,
1 一38

.

崔尚斌
,

半线性卷积双曲型积分微分方程 的初边值问题
,

应用数学学报
,

1 1 (
3

) (
1 9 8

8)

,

2

71 一

286.

屈长征
,

关于两类方程的解
,

兰州大学学报
,

2 5 (
4

) (
1 9 8 9

)

,

5 一14
.

崔尚斌
、

马玉兰
,

一类半线性积分微分方程初边值问题的整体 解 和 爆 破解
,

应用数学
,

6 (
4

)

(
1 9 9 3

)

,

4 4 5 一451
.

D a ferm os
,

C

.

A

. ,

D

e v e

l

o
p m

o n
t o

f

s

i
n g u

l
a r

i t i

e s
i n t h

e

m
o t i

o n o
f m

a t e r

i
a

l
s

w i t h f
a

d i
n g m

e

m

o r
y

,

A

r e
h

.

R
a t i o n a

l
M

e c
h

.

减 打a l
. ,

9 1 (
1 9 5 6

)

,

1 9 5 一205
.

K la inerm a n
,

5

.
a n

d A

.

M
a

j
d

a
,

F
o r

m
a t i

o n o
f

s
i

n g 、: l a r i t i e s f o r w a v e e q u a t i o n s

,卫J., .口
.
1

1
1
9曰r

.Lr..L

, t.J,月.J八O刀�
�

!
‘r.L

1

, ..
J

�
a
内O

r‘,J r..L

,
‘

.J
1
..J

厅‘�艺
r.‘L工..L

[

9

]

[

1 0

]

[

1 1

]

I

J1..JQ曰0口,工j.几
r.Lr..�



一类非线性积分微分方程的初边值问题 379

[14

[15

in elud in g the non lin ea r v ibra tin g st
rin g

.
C o m m

.
P “r e A P P I

.

M
a t h 二 33 ( 1 9 8 0 )

,

2 4 1 一263
.

陈予恕
,

嵘非线性振动 ,
,

天津科学技木出版社 (1985)
.

张恭庆
,

《临界点理论及其应用》
,

上海科学技术出版社 (1986)
.

, ..J工
ee
J

I

n
l t l

a

l B

o u n

d

a r

y V

a

l

u e
P

r o

b l

e m
s

f
o r a

C l

a s s o
f N

o n

l

I

n
t

e
g

r o

一

P
a r

t i a l D i f f
e r e n

t i a l E q
u a t i o

n s

I n G a r

C u i S h
a n g 一b i

n

( D
e p *

.
o
f M

a 才h
. ,

L
a n z

h
o “

U
”f口二 L a

n z h o “ )

Q
u

C h a n g 一z h
e n g

( D
e P t

.
o
f M

a 才h
. ,

N

。 ,
t h 二es才 U

”1 0
. ,

X
云‘a 。

)

A b
s
t
r a c t

T 五15 p a p e r st u d ies th e g lo b a l ex iste n ee o f th e ela ssiea l so lu t io n s o f th e fo llo w
·

三n g P ro b le m :

!
{

:,

一:
·

l;

’(了一

:

,

一少:
)

l
“

!

’ 一‘一 ”

! 竺
’
‘ 一‘

节
” ’ ,

‘

子
”

t
u
!
t一。

= 甲L劣 )
. “ t

!
*· o

= 梦灭劣 )
,

,

d
s 二 f (

x ,
r

, “ , 。 , a

<
x

<
b

,

了
>
。

a
《x《b

T h is p roblem d eserib es th e non liear v ibra tion s o f fin ite rod s w ith non lin ea r

v iseoelasti。i t y
.
U n d e r 。e r t a i n

。o n
d i t i

o n s o n a a n
d

f

,

t e n e e o
f t h

e g l
o

b
a

l
e

l
a s s

i

e a
l

s o
l

u
t i

o n o
f t h i

s p
r o

b l

e

m

.

W
e

o
b t a

i
n e

d t h

e u n
i q u e

e X I S
-

K
e

y
w o r

d
s

i
n t

e
g r o 一p a r t i a l d i f f e

r e t i
a
l
e q u a t i o n

,

i
n

i t i

a

l b
o u n

d
a r

y v a
l

u e
p

r o
b l

e
m

,

9 l
o

b
a

l

e

l
a s s

i

e a

l
s o

l
u t i

o n


