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摘 要

本文证明爱因斯坦之广义相对论运动方程能演变成为物质守恒定律
.

虽然获得的重力 场 能量

动量张量相等于L a n d a u 一 L ifsb i馆所得的
.

但演变过程之物理概念是不同的
.

除此之外
,

本文分

别从物体运动方程和测地线方程着手
,

提供了两个寻找重力波辐射的方法
.

关扭词 广义相对论 物体运动方程 测地线方程

言

根据爱 因斯坦的狭义相对论
,

物体之动量方程在平坦的时空上面能写成

T
“

飞
。一 O

这里 T ”是物质和场 (重力场除外 ) 的动量能量张 量
.

能 量和动量在 (1
.

1) 式中是

广而言之
,

物体在重力 场作用下之动量方程是

T
“ ;
飞= o

(1
.

1 )

守恒 的
.

(1
.

2 )

这正是爱因斯坦在广义相对论中提出的物体运动方程
.

这方程可展开为

(一 g )
一 l/z

口(T
a 。

(一 g )
一

l/: ) l

d x a Z

口g a 。

口x 七
T

a o

一 0

L a n d a u 和 L if o h i七z (一9 7 5 )曾有这样论断
: “

t h is e q u a 七io n d o e 。

e x P r e S S a n y e o n s e r v a t io n la w w h a te v e r
.

T h i日 15 r e la t e d t o

(1
.

3 )

n o 七 g e n e r a lly

t h e f a e t 士h a t

in a g r a v i七a t io n a l f ie ld 七h e fo u r ] n o m e n tu m o f 七h e m a tt e r a lo n e m u “t

n o t b e e o n s e r v e d
,

b u 七 r a 七h e r th e f o u r m o m e n tu m o f m a tt e r p lu s g r a v it a
-

t io n a l fie ld ; 七h e la 七te r 15 n o 七 in e lu d e d in t h e e x p r e s s io n f o r T
‘ ” . ”

C a r m e
-

11 等(1 9 9 0 )也 曾说过
: “

⋯ t h e V a n is h in g o f 七h e e o v a r ia n t d iv e r g e n e e d o e s

n o t
,

in g e n e r a l
,

e o n s titu te a e o n t in u ity e g u a tio n
,

a n d e o n s e q u e n tly 15

n o t a m a n if e s 七a tio n o f a e o n s e r v a t io n la w in t h e u s u a l s e n s e
. ”

这就是说
,

我

们不能把式 (1
.

2 )写为
(T

a b + t a b )
, 。= 0 (1

.

4 )

式中 才ab 是对称张量 (鹰张量)
.

,

余染推荐
.
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二
、

L a n d a u 一

L ifsh itz 守
J

I亘定律

爱因斯坦理论中有一个概念
,

困难是欠缺一个适当的守恒定律
.

他曾想过
,

在广义相对

论中物质和引力场之间应存在一个守恒定则
: “

⋯ s u r e ly
, o n e h a s t o r e q u ir e b o t h

m a七七e r a n d g r a v ita七io n a l f ie ld t o s a tify t o g e 七h e r th e e n e r g y 一m o m e n tu m

C O n se r v at io n la w s
. ”

为获得引力场和物质有关的守恒 的四维总动量
,

L a n d a u 和 L if s
·

h it z (19 4 7 )发明了一反称张量h
a b ‘ ,

有以下的关系

、

一昊
‘ “
一 (2

.

1)

凡
a b 亡‘ =

4

C

1 6 兀G
(一 g )(g

a “g c‘一 g
a “

g b d
) (2

.

2 )

在平坦的的时空中
,

有

(一 g )犷
a 。=

口h
a b c

口X o

为了获得与式 (1
.

4 )类似 的表达式
,

式

(2
.

3 )

他们在式 (2
.

3) 的左边加上 (一动 ta 七
为任意参考坐标的等

ta 石与b和
。
对称

,

为

(一 。)(T 一 + , 一卜影妙 (2
.

4 )

它称为L a n d a u
一

L ifs h i垅鹰张量
,

是 引力场能量动量的表示
.

式 (2
.

4 )扩散

[ (一 g )(T
a 。+ ta ”

)]
, 。= 0

这等式满足 了守恒定律之要求
,

但推导过程带有点儿人为成份
.

(2
.

5 )

三
、

广义相对论之守恒定律

我们 将利用微分的方法从运动方程中去推导有关的守恒定律
.

第二 B ia n c hi 等式缩并

的结果是产生物体运动方程
.

用微 分表示 成

D 肠 T
a

= o (3
.

1 )

式 中的D 是绝对外微分
, , 是 H o d g e s t ar 标记 , 朴 T

。

是物质能量动量 的三次式
.

式 (3
.

1 )能

写为

d , T
a

+ 。
口 。八 , T b二

一

。 (3
.

2 )

爱 因斯坦方程是

一
之。

”· 。。”

一
s二G ’T

“

乙
(3

.

3 )

式中 珍“ ”~ 朴 (少 A O”)和 (0
“

)为四维框 架场
,

弯 曲式是

口 b c

一 d o b c 一 。‘。 A。
‘ c

(3
.

3 ) 产

上述微分方程式可在S t r a u m a n n (一9 5 4 )和T h ir r in g (1 9 8 6 ) 的 书 中 找 到
.

把 (3
.

3 ) 代入

(3
.

2 )得
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d ·T
。
+ 。二 A

(
一

错不
, ‘。· A “。·

)
一”

(3
.

4 )

(3
.

a) 的绝对外微分是为缩并的 B ia n c hi 等式
.

因为 D 犷如一 。
,

所以爱 因斯坦方程变为

d (叮
a b o

A 口。。)~ 一。 口。A (刀‘b 亡 A 口 b。

)

利用 , “ . c

= , a b c ‘0‘(如S七r a u m a n n (19 8 4 )所做)
,

把式 (。
.

5 )代入 (3
.

4 )
,

得

(3
.

5 )

、 , 犷
a
+ :

乐
。(。

·“·‘。‘ 。。。。

)一 。

1 0 兀气了
(3

.

6 )

这公式正是爱 因斯坦方程的外微分
.

但是
,

式 (3
.

e) 是 由式 (3
.

1) 推导出来 的
,

即是说它是从

物体运动方程 中推出
,

并不是纯粹爱 因斯坦方程之外微分
.

下面
,

我们采用一般书本所作的步骤去寻找引力场能量动量张量
.

E in st ei n 一

C a r 恤n

方程的弯曲式为

。。。= d 。 。。一 。。。A 。
‘ .

(5
.

7 )

因此运动方程可写成

d 补 T
a +

16兀G

。
“

”‘d ‘”
· A d 曰。

。一“d A 。:
)
一。

(3
.

5 )

考虑括号中的第一组 (假设没有挠率张量) 可以写为

8‘ A d 。一
。
= d (0

。 A 。。
。

)+ d s‘ A 。。
。

= d (8
‘ A 。。。

) + 。e‘ A o
e

A 。。。

(3
.

9 )

把这式代入 (3
.

5)
,

根据P oi n c ar ‘引理
,

(3
.

9) 式中的第一组将消失
,

因此我们得到

d , T

一赫
。。 。一d (。一 A 。一 A “d

一 。 b o

A 口
e ‘ A o

e

) = o (3
.

2 0 )

式中的第二组正是引力场的L a n d a u 一
L ifs h i七z能 量动量腰张量

,

而只不过是用微分表示出

来的
.

上式能写成

d 价 (T
口 + t兰

_ :

) ~ 0 (3
.

1 1 )

式 中 t呈
~ 。
是 引力场的L a n d a u 一

L ifs hi tz 能 量动量三次微分式
.

上式的推导表示

T
。 , . 。~ o今〔(一夕)(T

“ b + *o b
)〕

, 。~ o (3
.

1 2 )

以坐标 来表达
.

这个连续性方程正是式 (1
.

3) 的结果
.

在此需要强调 的是那个 L a n d a u -

Li f比it z 赓张量的推 导是不同于一般微分式的方法
.

然而
,

我们 从运动方程(3
.

1) 着手
,

利

用场方程(3
.

3 )获得这连续方程 (3
.

1。)
,

基础上的物理概 念是不同的
.

理论上
,

刀卜能 量动量厥张量的选 择是依据个人主张
.

也就是说
,

引力场质张量并不是唯一

而可满足式 (2
.

1 )和 (2
.

4 )
.

正如D e n is o v 等人 (一9 5 3 )说过
: “ h o w e v e r d iv e r s if ie d th e

e n e r g ym o m e n 七u m p s e u d o te n s o r m ig h七 b e ,
in 七e r m s o f 七h e ir p r o p e r 七ie s

t h e y a ll p o s s e s : th e s a m e fe a tu r e
,

1
. e .

a n y e n e r g y
一

m o m e n tu m p s e u d o 七e
-

n s o r c a n b e m a d e t o v a n io h a 七 a n y p o in t in s p a e e
. ”

L a n d a u 和 L ifs h it z
(19 7 5)

的解释是当一测试物体作 自由降落时
,

体验不到引力场
,

这代表那度张量消失
.

但在L a n
-

d a u 和 L ifs hi 坛的推导式中并没有明显地表达 出来
.

在自由下落系时
,

af fin e 联络的消失表
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示度张 量是零 (在这参考系时
,

物质T
‘”
好像在平坦时空中运动一样)

,

这样便能满足爱因斯

坦的等效原理
.

四
、

运动方程之线性化

上面说过
,

在 引力场当中
,

L a n d a u
一

L ifs hi t z 的守恒定律是物体运动方程之结果
.

理

论上来说
,

我们应该从运动方程中找重力 波辐射
.

根据余桑(1 9 9 2 )
“
E q u a t io n o f M o tio n

o f P a r tie le。 (o r M a t e r ia l B o d ie s ) S h o u ld I n d u e e R a d it io n
. ”

第一章式 (1
.

3 )的

广义运动方程是

(一 g )
一 ‘产2

口(T
‘。

(一 g )
‘1 2

) 1

口x . 2 势
犷

“ ’
一 0

(4
.

1)

式中第 一组是物体在平面空间中的运动方程
,

第二组可解释为由于引力场 扩
“
所产生的

“

辐

射
” .

我们可以用平常的
“

弱场近似
”

方法去简化这方程
.

那度规可写成

g a 。~ , a 。+ h
。。 (}h

a 。,《 l) (4
.

2 )

由于 (一 g )
‘, 2

= [一 (, + h)〕
’1 2
二 l ,

(4
.

1 )的线性化是

口T
。

口戈
.

口h
。口

口x b
T

口o

= 0 (4
.

3 )

我们知道
,

爱 因斯坦方程的线性化场方程是

一口 , 0 “
= 2 、T

O b , 、

式中 , ‘ . 是h
‘b
的tr a e e r e v e r s e

8 汀G

=
叫

一一一不一
C

t G n s o r

(4
.

4 )

,

定义为

, 。 。一h
。。 一

告
。。 。‘

把式 (4
.

4 )
、

(4
.

5 )代入 (4
.

3 )
,

得

T
口。, ·

+

轰“一
“

。 ‘ , ·

,
,

一 ;
‘

{(
一

查
‘二

, 。。一“
, 。

)
, 。

(4
.

5 )

+ “

一
:

· “ , ·

}
一 。

(4
.

6 )

式中第二组正等于 引力场近似的动量能量鹰张 量的散 度
,

从 L a n d a u一L if o hi tz (1 9 7 5 )
“
T h e C la o s ie a l T h e o r y o f F ie ld 。

”

一书 的式 (l o 7
.

LI )中可找到

才
卜

。

扁
“
·。 , 。“一

而其余的可解释为辐射 的纠正
.

如呆我们假设这一纠正非常小的话
,

定律

(4
.

7 )

我们有 以下 的积分守恒

。 .

I f
,

~
_ ‘ _ ‘ 、 .

~

厂
一

“ 刘吸z
“ “

十 ‘“ “ )“。 , (4
.

5 )

因此
,

那四极辐射公式是
一

票
一

潺
。

(鲁〕 (4
.

9 )

我们 已表达出线性化的物质运动方程
,

包含了重力波辐射
.

很明显
,

这推导并不依赖引

力 场膺张量
,

因此可避免有关膺张 量的批评议论
.

重要 的是这重力波辐射理论是直接从物体
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运动方程中推导出来的
.

总的说来
,

我们若想寻找一物理体系有关的辐射时
,

应先研究有关

的运动方程
,

正如电磁辐射来自电荷的加速运动
.

五
、

测地线方程之线性化

我们 巳经表示出物体运动方程中可包括重力波辐射
.

而理论上
,

测地线方程应同样拥有

这特恻
.

测地线方程可写成以 下形式

合(。
。。 , · + 。

一
g 。

一’ d 扩
丝

一

二o

一万王 d s (5
.

1 )

在 经典力学中
,

此式可表示为重力加速度
.

而若用经典力学的
“

力
”

去表示的话
,

须将式 (5
.

1)

乘以静止质量密度 p
.

将以下完美流体方程

T
口o

~ P
d x .

d s

d xC

d ‘
(5

.

2 )

代入式 (5
.

1 )
,

则 (5
.

1) 变为

Z x - 1
, 、

~
_ _

P + 育叹g 。
。 , a + g a b , 。一 g a 。 , 。) 1 ““

= U
乙

(5
.

3 )

考虑括号中第三组
,

利用上一节同样的线性化方法如式 (4
.

2 )
、

(4
.

4 )和 (4
.

5 )
,

它能写成

4二J了.、

、...理...,
t 、了1.....少1 ~

_ _

一 气万 g a e , 七1
“ .

-
‘ ;、

一

*
。 。 , 。
口,

一炭
、

一

‘
一

: “ “

”
·

1 _
_ _

一下 g a 。 , 吞J
。 ‘

‘

1
~

一

丽
叹拄“ c , , n “ “

” ) , .

毓{(合
*
。 。 , 。。一、

, ·

)
, 。 + ”

一
,

。
一

’

}
我们得到如式 (4

.

6 )同样的方程
.

因此测地线方程亦能拥有重力波四极辐射
.

六
、

结 论

我们所表示
’!理的爱 因斯坦广义相对论拥有物质守恒定律

,

这正是物体和重力场一起之运

动方程 的结果
.

而获得的重力 场能量动量张量正是L a n d a u 一L if s hi 垅所发表 的膺张量
.

广

义来说
,

物体的运动方程和测地线方怪能带有重力波辐射
,

第四和第五节已说明这一点
.

本

文章说出重力 四极辐射只是重力波辐射的一部份
.

如欲详细得知重力波辐射
,

我们应研究式

(4
.

6 )和 (5
.

4 )其余 的组别
,

同时还应采取更完美 的近似方法
.

致谢 作者非常感谢余桑教授的鼓励和悉心指导
.
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