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摘 要

流动引起的振动问题是力学上比较著名的问题
.

本文应用一些不动点的基本原理 研 究了这一

问题
,

并给出了周期解存在性条件和尾流振动方程周期解存在的参数范围
;

另外
,

在周 期 解的稳

定性及渐近表达方面也做了一些工作
,

获得一些结果
.

关抢饲 流动致振 周期解存在性 参数范围

一
、

引 言

在流动 引起 的振动 问题中
,

由B is h o p和 H as sa n 提 出的流动振子模型良好 地反映了涡

街频率近似于悬吊圆柱 的自振频率时
,

圆柱出现大幅度振动的现象
,

从而 引 起 人 们 的 注

意
.

这一模型是 由两个互藕的二阶非线性微分方程组表达
:
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其 中 。 , g 是变量
,

K
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D
, u , 。

, ,

。 , 、 a ; (‘= 1 , 2 , 3 , 4 )是常系数
.

令x l = 。 ,

碗一夕
,

经过变换
,

方程 (l
.

1) 化为下式
:

艺l = a 11云l + a 1 2 x 一+ b 一分
: + bl :毖重+ b 1 3 x 2

公:

“a Z :分; + a 2 2 x l + b
Z , 分:

+ b
Z : 全: + b : 3 x 2 } (1

.

2 )

从数学角度出发
,

我们可 以研究带有小扰动项的方程
:

‘1一 “! 1‘! 十 “ ! 2 X I十 “1 !‘2 十“1 2‘孟+ 6 ‘
3 x 2 十 ’(‘)下

毖: = a : 1毖1 + a : : x l + b
2 1毖: + b

2 2 分; + b
2 3 x : + q (t)

’

其中 }P (t) I+ 19 (t) l等 o ,

夕(t+ 。 ,

)一 夕(t )
,

g 。+ 。 ,

) ~ g 。)
,

T 是周期
.

在 19 7 7年
,

G ra s m an 应用映射的B r o w w er 度理论
,

沿此方向探讨
,

获得一组保证系统 * = F (x )存在

番

钱伟长推荐
。
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非常数周期解的充分条件 (n > 3 )
.

J
.

M aw hi n 应用L ea r y
一

s c h a u d er 连续性定理研究方

程公= j( t , x , 分)
,

证明了一定条件下方程存在非常数2 二周期解
.

许多学者又用B a n ac h 不动

点定理和 L ea r y
一

S c h a u d er 连续性定理研究了方程周 期解的存在性并取得很多重要结果
.

本文试图用一种新方法在s c h a u d er 原理基础上研究公= j( t , x ,

幻 的 2二周期解的存在性
,

取得了一定的结果并对尾流振动进行模拟计算分析
,

获得了存在非常数 2 二周期解的参数变

化范围
.

二
、

引 理

在证明结果以前
,

有必要介绍一下定理证明过程中引用的结论
.

为叙述方便
,

先作如下

定义

}表示欧氏空间R
”

的范数
,

空间 C羞扩(R
,

R
”

)定义为

C劣 (R
,

尸 ) 鱼{j
:
f一 R 。俨及至‘阶导数连续且

j (t + 2 二)= f(t)
,

V t〔R }

特别地
,

对于空间 C茎梦(R
,
R

,

)
,

它的范数定义为

11二 11= m a x { lx (才) l} (v x 〔C互护(R
,
R

”

)
, o ( t( 2 二)

不难验证在此定义之 下
,

C互护(R
,
R

”

)成为B a n ac h空 间
,

矩阵C 的范数 }c }看作R
”

中线

性算子 的范数
.

对于 (1
.

2 )
, ￡= j (t

, x , 分)
,

令毖= 夕
,

化为非线性方程

云一 A (t)义 + 夕(x
, t )

它满足下列条件
:

1 ) A (t)〔C (R
‘

)是
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,

A (t + 。 ) = A (t )

2) 对于方程云一A (t)x + g (x
,
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.
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, x R
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, 。〕

,
五

,

}
,

对于它的元
u ,
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.
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即T 在E 上连续
.

现在再证T 映E 上的有界集为E 上的紧致集
.

设
。〔E

,

}}ulj 《R
。 ,

那么

皿
。
!】~ }}T川{( 。

·

F
·

L (R
。

)一 , (R
。

)
,

其中L (R
。

)= m a x !夕(x
, t) !

.

o ( . ‘ . ,
l

, l ( B o

又 公= A (t)
。+ g (

。 , t)推出 }!公lj( A
。

·

}{。 11+ 一19 (
“ , t) I}( A

。
·

, (R
。

)+ L (R
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)
.

其中A
。

=

m a x }}月(t) }}
, t〔[o

, 。]
.

这样算子T 映E 上的有界集致C {〔o
, 。〕

,

R
”

}上的有界集
,

即E 中的

紧致集
.

这样便证明了算子 T 是全连续 的
.

证毕
.

引理2 (s c H A u D E R )设s是B a n ac h空间E 的凸有界闭子集
,

则任一映S入 S 的全连

续映像T 必有一不动点存在
。

证明在此省略
.

三
、

存在至少一个2笼周期解的条件

考虑方程 (1
.

2 )的变形
:

公: ~ a : , 云1 + a 1 2x : + b , : 毖:

+ b : : 毖二+ b ; 3为 + p (t )
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.

1 )

不失一般性考虑更为广泛的方程公= j( t , x , 毖)
,

其中x = c ol (x
; , x : ,

⋯
, x ”

)〔R
” ,
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·
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‘
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)
,
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⋯
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.

定理 3
.

1 如果对任意的i~ 1 , 2 ,
⋯ , ,

特征方程心 一自几
‘一“ = o的特征极几

: ‘ ,

几
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·
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。
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·
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。

(o《 t《2二 ,
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)
,

那 么对于方程 (3
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.
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证明 事实上
,

方程 (3
.

1 )
‘

的 2 二周 期解的存在性 问题可以归结为方程 在 具有 一定边界

条件下解的存在曲问题
,

即

l!
劣 = y

夕一 。 , + 。x + g (t
, x , , )

x (0 )~ x (2 二)
, , (O) = g (2 二)

(3
.

2 )

解的存在性问题
.

这是由于在 [0
, 2司 上的解可 以通过扩展而至整个R 区间上

.

为方便起见记
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E 一 {x }x 〔([o
, 2二 ]

,
R

Z ,

)
, x (o )一 x (2二) }

.

M (t )满足M (o)= I是方程

毖一y

夕~ ‘夕 + ‘x } (3
.

3 )

的基解矩阵
.

G (t
, : )是方程 (3

.

3 )满足 x ‘。, = x (2 二)
, 夕(o ) = , (2二)的G r e e n 函数矩阵

,

表示

为
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我们首先证明
,

对于齐次方程 (3
.

3 )如果不存在非零 2 二周期解
,

那么对于方程

劣~ 刀

夕~ 。, + 。x + g (t
, u (t )

,

(t))
} (3

.

4 )

(
。
(t)

, 。
(t ))存在 2 二周期解

,

其中 (
。(t)

, 。 (才) )任E
。

该周 期解表达为
:

/ 到t)
、 r Z ,

叹
、

)月
.

G( t , r
)

·

到
: , 。

(r)
, 。
(r ))d

: .

’

刁(t)
‘ “ “

由于方程 (3
.

4 )的通解是

(x (t)
, , (t ))

’

= M (t )
·

(
x 。 , g 。

)
,

+ g (t)

。(‘)一

{:
M (, )

·

M 一 (
·
)

·

。(
· , ·

(
·

,
, ·
‘
· , , d

· } (3
.

5 )

如果 (x (0 )
, 夕(o ))一 (

x
(2 二)

, , (2 二))即 (M (2二)一 I)
·

(二
。 , , 。

)
, + g (2 二) ~ 8对于 (x

。 , y 。

)
,

是可

解的
,

那么对于方程 (3
.

4 )‘
。 : ) , ” (‘))

存在 2 兀周期解
,

反之亦然
,

这是 (3
.

4 )
。 : ) , 。 . ))存在 2 汀周

期解的充要条件
.

由此解得 (x
。 , 夕。)

了

- 一 (M (2 二)一 I)
一 ‘ ·

q (2 二)

代入 (3
.

5 )中可得 (3
.

4 )
、。 (. , , 。 、‘) 》

的2 二周 期解

‘X “)
, y (‘))

’

一

{:
’
G (‘

, ·
)
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。(一(
·

,
, ·
‘
· , , d 二
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, ·
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,
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{:
‘
G (‘

, · )
·

, ‘一‘
· ,

, ·
‘
·

, , d二

在引理 1中我们证 明了算子T 是 从E 到E 的全连续算子
.

这样 (3
.

2 ) 解的存在性等价于算子 T

的不动点的存在性
,

我们将寻找E 的正问不变区来获得T 的不动点
.
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, y ‘
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数矩阵
.

几1 ‘
,

棍‘
是方程心 一 自几。一 e ‘~ 0 的非零 不等实根

.
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,
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2 ‘ , ,

,

I:
‘

}一“
, ·

, ,d
·< , 2 / ‘“

1 ‘一‘
2‘

, ,
,

我“碍到

IJ:
‘

G (, , ·
)

·

; (一 (
·
)

, ·
‘
·

, , d
·

}
《m a X ,“ ,

·

H
’

(3
.

5 )

上式满足时
,

也即定理条件时
,

JIT (
u , v

)JJ《H
,

·

m a x l召l( R 。,

这样(“
, 。)〔S

,
T (

。 ,

的〔S
,

导出T S C= S 由于T 是全连续的
,

再据 引理 2 我们证明了存在至少一 个 不 动点
.

由T

的定义
,

该不动点决定的解是方程的2 兀周期解
.

这样定理便得证
.

由‘, 。
的性质

,

容易证明下述结论
.

定理 3
.

2 如果存在
‘ = d ia g (

。l , 。2 ,

⋯
, 。。

)
, 。 = d ia g (

。; , e Z ,
⋯

, 。 ,

)
, c ‘〔R

, 。‘〔R
,

i二

1
, 2 ,

⋯ n ,

使得定理 3
.

1中的R
。

能够找到并满足条件
,

那么方程 (3
.

1) 存在至少 一 个 2二 周期

解
.

四
、

具有任意周期的周期解存在条件

当周期T 不是2 二而任意其它数时
,

我们得到下列条件
.

定理4
.

1
.

如果对于齐次方程恋= 刀
,

夕= 勺十ex 不存在非零。周期解
,

并且存在正数R0

使得

: (*
。

) 一 m a x 一: (,
, 二 , , ) }《
凡0 石 t〔。

,

,二
,

g ) l蕊 R 。 山
’
J

成立
,

其中厂 = m a x IG (t
, r
) I

,
G 是方程 活= 夕 ,

乡= 。, + 。x 满足边界 条 件 (
x
(。)

, , (。)) =
‘ , 公 ( 口

(x (o )
, 夕(o ))的G r e e n 函数矩阵

,

。周期解
.

证明 令 E = {川 二〔{C 〔0
,

刘
,

。
(约 )d

T .

相仿于定理 3
.

1 的证明
,

那么对于方程夕= , ,

夕= 。 g + 。x + g (t
, x , 夕)存在至少, 个

R
Z·

}
, X (0 )一 (。 ) }

,
T (一) 一

{:
G “

, ·
,

·

, ‘一‘
·

,
,

易知算子T 是全连续的并且在定理的条件下
:

:
G “

, ·
,

·

, ‘一 (
· )

, 。
(
· ) )d ·

⋯
m 一 }{:

G (‘
, · )、·

!

产

l
‘

}{T (
u , 。

) .1= m a x

0 〔 , ( 。 ,

l}(
u , v

) 11( R 。

《m a x Jg (t
, x , 夕) I

《。
·

厂
·

L (R
。

)《R
。

即T S C= S
.

由引理 2可知存在不动点
,

即存在至少一个。周期解
.

在前面 的定理 3
.

1中
,

讨论了在方程 * 一 , ,

夕= 叼 + 。没有非常数周 期解 存 在时
,

方程

(3
.

1) 存在 2二周期解的条件
.

但是当特征方程几: 一
。‘几一

。‘= o存在一对复根时 的情况
,

却没

有得到讨论
.

借助于方程存在。周 期解的条件
,

我们得到如下结论
.

推论4
.

1 如果特征方程心 一 内几‘一 e ‘= 0的特征根是a ‘士刀
‘

·

j
,

j= 斌二
一 ,

那么
。

纷紧
: ,

IG ‘
(‘

, r
) I有如下估计

,
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1 ) 当a .
> 0时

,

m a x [G
.
(t

, r
) l《

0 ‘ 召一 , ‘ 2口

2

刁‘

·

e x p 〔a ‘2 ‘]
·

斌 1 子(砍功l)
’ ·

[e x p [ a
. 2 二 ] + m a x (1

,

,a c o “‘“二 , 二,
·

, x p 〔a ‘2二 , 一‘}, 〕+ e x p 〔a ‘2 兀〕
·

会
·

m a x 〔、
、

,

!s in刀二 2二 }]
·

(
。 : + a : + 刀尝)/ .B

‘
I)

2 ) 当a . ( o时
,

m a x }G, (t
, r
)I

0 ‘日一下‘么,

一 2
毛二

‘

- 一二一
’

刀 ‘

.

澎
.

再而刃厌下
·

[e X p [a ‘
·

2二 ] + m a x (1
,

1Zc o s (刀
‘·

2二)

·
e x p 〔a ‘

·

2二

卜 ‘})〕 +

苛
·

m a x 〔、
、

,

. e x p oa 二 2二:
·

。, n (。
·

2二
川

·

[ (i + a 若+ 刀考)/ 1日
.
}]

其中 刁‘= e x p [a ‘·

4二〕一 Ze o s (刀
‘

·

2二)
·

e x P [ a ‘
·

2二 ] + 1 ,

(a
‘特 o )

证明 特征方程对 一自几‘一 。

一 。的时是几
1 ‘,

瓜‘= a ‘士刀
‘

·

j
.

经过计算
,

我们得到

。
· , 、

r “1 ‘ “2 ‘ 〕

。‘气不 , T ) = L I
一 助 s‘ U 一‘

其中

u : .
(t

, :
)二

寺
e x p 〔a ·

(‘一 + 2 汀, ,
·

卜
e x p 〔a ‘

·

2二〕
·

(
C o “”“‘一 ,

一

会
·

“‘n ”
·
“一 ,

)
+ “o “”

·
“一 + , 二 ,

一

含
·

“, n”“‘一
, + 2 “ , 〕 “<

r
,

(t<
,
时的“ , .

(t
, ,
))+ e x p [ a .

(t 一
:
)]

·

(e o s刀
.
(t一

:
)

一

会
“‘n ”

·
“一 , , “》

·
,

1一局
女

e x p 〔a“‘一 + , 二, ,
·

[ 一 e x P [ a
‘

·

2二]
·

s in 刀
‘
(t 一

r
)

u : .
(*

, 二
)二

1

一局
+ s in 刀

‘
(t 一

: + 2二)〕 (t<
:
)

(*<
:
时的“: ‘

(t
, :
)) + e x p [a ‘(t 一

r
)]

· · s in 刀
‘
(r 一

r
) (t>

r
)

1

刁‘

a 了+ 刀矛

刀
‘

·

[e x P [a ‘
·

2二 ]
·

s in 刀
‘
(t一

r )

。 s‘
(t

, 二
) =

e x P [a ‘
(t一

r + 2二 )]
·

一 5 in 刀
.
(t 一

: + 2二)〕 (t<
r
)

(*<
r
时的“ 3 .

(t
, :
))+ e x P [ a ‘

·

(t ~
二
)〕

·
s in 局(t一

:
) (t>

r )

.

(_ 竺担卫l 、
、 户‘ I

‘了...户、..1、
‘

!
J‘、.....、

e x p 〔a 。(‘一 + 2 ! )〕
·

〔
一 e x p 〔a ‘

·

2 ! 〕
·

(
e o s ,

‘
(,
一)

+

含
·

“,n ““‘一,)
+ C O “”“‘一 + 2‘,

1

一劝
厅了..........
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u 一 (t
, :
) =

+

会
·

s ‘n “
。
“一

+ 2 二,〕 “<
· ,

(r<
r 时的气

‘
(t

, : )) + e x P [a ‘
·

(t一 r )〕
·

[
C o s”“‘一 , +

一

箭
·

s ‘n ”“‘一 ,〕 (‘>
· )

利用G ‘
(t

, :
)从m a x jIG ‘

(t
, r
) 11 《艺 m a x }lu ‘(t

, r ) 11
,

我们便得到推论
.

五
、

方程(3
.

1) 的2 7t 周期解存在性分析

对于方程 (3
.

1 )

公: = a l l云; + a 1 2 x l + bll分:
+ b 1 2恋孟+ b 1 3 x :

+ P (t )

公:
= a : l毖1 + a 2 2 x ; + b : 1分: + b

2 2分二+ b
2 3 x : + q (t)

} (5
.

1 )

其中 I夕(t) 1
2
+ 19 (t) l

“
等 o ,

夕(t + 2二) = 夕(t)
, g (t + 2二) = g (t)

,

取
‘ = d ia g (

。: , ‘ z

)
, e

= d ia g (
。, , e :

)待定
,

考虑

毖l ~ 夕1 5

(5
.

2 )
劣 2

= 夕么
,

夕; = 。19 : + 。lx : + /
;
(t

, x , 夕)

夕: 一 。: 夕: + 。: x :
+ f

:

(t
, x , g )

}
其中 f

: = (
a l : 一 ‘:

)g
: + (

a ; : 一。 1
)x

: + b : 19 :
+ b ; 2夕共+ b 13 x 2 + P。)

j
: = a Z : g : + a : : x : + (b

z , 一 。2

), 2
+ b : 2 , 宝+ (b

: :
一 e Z

)x
Z
+ g (t )

定理5
.

1 如果存在
。= d ia g (

。: , 。:
)

, e = d ia g (
e : , e :

)使得K
,

·

P: , + K
Z

·

P Z : < 1并且 I!P (t) l

+ 朋州川}足够小
,

那么方程 (5
.

1) 存在至少一个非常数2 二周期解
.

其中K ‘= (2 }几
, ‘

·

几
2 ‘}

+ l几
; . 1+ l几

2 .
1)/ (.久

1 ‘一几
2‘}

·

}几
: ‘

·

久: ‘1)(i = 1 ,
2 )

,
Pl ,

= 1a l l 一 c : l+ la , : 一 。1 1+ 1b l,
, + lb ; 3 1

,

p Z ; = Ib
: ; 一 e :

}+ !b
2 3
一e : }+ !

a : ; 1+ 1a 2 2 .
,

几1 ‘
, : .是方程几l一

c .几‘一 。‘== o 的 两 个 非零不等实

根
.

证明 从f
; 、

了
:
的形式易知 当R0 待定时

,

m a x If
;
(t

, x , y) }《P ll
·

R
。
+ P l :

·

R 孟+ m a x }p (t) I
0 〔 t〔 2井

,

l(劣
,

g )I〔R 。 0 乏
一
*百 2 ;r

m a x 】f
:

(t
, x , g ) }《P

Z ;
·

R
。 + P

Z :
·

R 孟+ m a x }g (t)】
0 延 t〔 2对

,

}(x
一
口) !〔R 。 0〔 t〔 2二

从K
;

·

夕1 : + K
: ·

夕2 : ( 1
,

我们知道存在
r 。使得

1 一 K
l

·

P ; : 一 K :
·

P : 2

>
r 。

(P , 2
= }b 1 1 1

(P
2 2
= !b

Z :

j)

(5
.

3 )

取 “1 , “2 , e l , ‘ 2

固定并满足上式
,

再取 R
。

使得 (K I
·

p
2 1 + K

Z
·

P
Z z

)
·

R 急《
r o

/ 2
,

由于

m a x Ip (t) l+ m a x . 9 (t)】足够小
,

我们得到 (K ;
·

m a x IP (t ) }+ K
Z ·

m a x }g (t )l)/ R
O

《
r o

/ 2
,

因此必然有 (K
l

·

P
2 1 + K

Z
·

P
: 2

)
·

R 活+ (K ;
·

m a x }P (t ) }+ K
Z ·

m a x 】g (t) })/ R
。

《
r 。

《 i

一 K
l ·

P1 2 一 K
:

·

P
2 2 ,

即 K ;
(P

, ; + P , :
·

R 吞)
·

R
。 + K

:
·

(P
Z ; + P

Z :
·

R 言)
·

R
。+ K

;
·

m a x }P (t) !

+ K
Z ,

m a xl 叭t) }《R
。,

而这正是定理 3
.

1相应的条件
,

再 由(5
.

1 )的形式我们知 道不存在

常数解
,

故定理的结论得证
.
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六
、

模拟计算结果

对于流动致振模型
公; = a l一毖1 + a l : x l + bl, 云:

+ b1 2毖孟+ b : 3 x 2

艺:
= a 2 1毖, + a Z : x l + b

: 1云: + b2 2分孟十 b
2 3 x 2

存在有界振动解
.

}

、l户
于

曰.上n
�n

。

在几
OC八

一一一 0 2 5

取 (a
, , ) =

0 0 5 )
,

(“
‘, ) 一 (

0 7 0 0 2

1 5 一 0 5

1一
。�匀

0八U
一o/‘飞

、

初始值 x l
(0 ) = 分;

( o ) = 0
.

0 0 1 , x :
(o ) = 毖

2

(o ) = 0
.

借助于计算机
,

我们得到振动解 ( x
l
(r)

, 分1
( t )

, x Z

(t )
, 分2

。) )
.

计算结果表明
: x ;

(t ) 的振幅介于 0
.

2 7 0 3 1 4 与 0
.

2 7 0 9 5 2之间
,

振动周期在 0
.

7 7 1 6与 0
.

5 1 0 7

之间
.

毖:
(t )的振幅介于 2

.

1 0 9 3 1 7与 2
.

1 0 9 5 1 5之间
,

而周 期则介于 0
.

7 8 9 2与0
.

7 9 1 3之 间
.

x :
(t ) 的振动比较稳定

,

振幅为1
.

e 9 0 3 4 9到 1
.

6 9 0 3 5 0 ,

但全
2

。) 的振幅则波动在 i 2
.

s 3 2 2 7 e

与1 2
.

8 3 2 5 3 2之 l’ed
.

可喜的是
, x Z

( t ) 与毖
2
(t )具有 同一振 动周期 T = 0

.

7 9 0 2 6 6
.

这个四 维空间内的运动
: 在二准相平面 (x

l 、

毖,
) 上的投影

,

是一条封闭的凸曲线
,

如下

图所示
.

并且 lx l
(t ) i< 0

.

1 7 ,

l分l
(才) l< 1

.

0 7 ,

】x
Z
( t ) }< 0

.

8 4 5 2 ,

}分
2

( t ) }< 6
.

4 1 7
.

(x
,
(‘)

,

云 :
( t) )

另外
,

我们在周期解的稳定性及近似表达方式也作 了一些工作
.

中国科学院成都分院的

刘世泽教授给予了作者很多帮助
,

在 此一并致谢
.
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