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摘 要

本文分别采用Ja u m a n n 应力率
、

T r u e s d e ll应力率和 G r e e n 一N a g h d i应力率导出了非线性各

向同性弹性体的率型本构表达形式
.

通过对Moo ne y一 R iv lin 材料的简单剪切大变形分析表明
,

三

种率型的木构关系均与全量本构关系相等价
.

文中还给出了相应的率型变分原理
.

并采应R it z

法
,

数值求解了受单轴拉伸了
「

〕矩形橡皮薄膜的大变形问题
.

关匆词 非线性弹性 次弹性 大变形 应力率张量

一
、

引 言

对于非线性弹性大变形问题
, 由于几何非线性和物理非线性

, 欲求解析解 是 非 常 困难

的
.

对此类问题常采用增量法通过数值计算完成
.

19 5 5年T r u es d el l提出了次弹性理论
,

认为应力率是 当前应力和变形率的函数
,
且关于

变形率是线性齐次的
〔‘’,

即

台二H (口)〔D ] (1
.

1)

式中
,
O为变形率张 量

, 口 是 C a u c h y应力张量
, H是与 叮 有关的张量函数

, e 表示满足客观

性要求的某一应力率张量
, 经常采用的有以下三种形式

:

Ja u m a n n 应力率 吞二厅一 W 。 + 仃W (一2 )

T r u e s d e ll应力率 吞= 亡一 L口 一 口L , + a 七r (D ) (1
.

3 )

G r e e n 一
N a g h d i应力率 云== 云一 Q口+ 叮Q (1

.

4 )

其中
,

W 是旋率张量
,
L 是变形率张量 : O 二 (L+ Lr )/ 2

,

W = (L一 L ,
)/ 2 , Q 是相对旋率 张

量 : Q = R R , ,

这里 R是变形梯度张量F的极分解

F二 R U ~ V R (1
.

5 )

中的正交张量
,
(1

.

5 )中U和 V 分别为右和左伸长张量
.

可以看出
,
次弹性的本构方程是以率的形式给出的

,

显然
,

这种形式的本构方程很适合

增量法进行数值求解
.

我们可借助在每个时段 内采用率型 的本构关系
,

体现整个过程 的物理

非线性
, 同时在每个时段末了通过考虑构形的变化来休现几何非线性

.

因此 ,
如果一个非线

性弹性力学问题能转化为一个次弹性问题
,

便可借助增量型的标准格式进行数值求解
.

.

杨桂通推荐
.
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基于以』思想
,
本文分别采用 (l

.

2 )” (1
.

4 )所示的三种应力率
,
导出了非线性各向同性

弹性体的次弹性表达形式
, 并通过M o o n e y

一

R iv lin 材料的简单剪切大变形分析
, 证实了三

种率型本构关系均与全量本构方程等价
.

最后我们利用势算子的有关定理
,

给出了支配次弹

性问题的率型变分原理
, 并据此数值求解了一个非线性弹性材料大变形问题的算例

.

二
、

非线性弹性的率型表达

我们知道
,
非线性各向同性弹性体的本构方程可表达为如下形式

叮二f(B ) (2
.

1 )

这里B = FF ,
为左C a u c h y

一
G re e n 变形张量

, F为变形梯度张量
.

现在的目的是要把(2
.

1) 化

为 (l
.

1) 所示的次弹性形式
,
为此计算(2

.

1) 的物质导数
, 并且利用户= LF可得

吞二 f日:
(LB + B L ,

) (2
.

2 )

根据L = O + W
,

以及O的对称性和W 的反对称性

亡= f日:
(D B + B D )+ f日:

(W B 一 BW ) (2
.

3)

又 因fB是各向同性张量函数
, 因此对所有正交张量Q应满足

Qf(B )Q
T ~ f(QBQ

T
) (2

.

4 )

借助于对上式 的微分我们可以得到

0 fQ
T + Qfo

r

对任意的Q , 上式均成立
,

0 f
= 口(QsQ

?
)

我们选择

:
(OBQ

, + QBO
,

(2
.

5 )

Q = I
,

Q = W (2
.

6 )

则 (2
.

5 )式成为

W 口一 仃W = fe :
(W B 一 BW ) (2

.

7 )

将(2
.

7 )代入到 (2
.

3) 右端第二项可得

吞= 方一 W 口 + 口W = f日: (D B + BD ) (2
.

5 )

如果 (2
.

1) 的反函数存在
,

则上式又可写成

吞= fB : 【D f
一 ‘

(叮 )] + fe
:

[f
一 ,

(a )D j= H (叮) [D ] (2
.

9 )

因此 (2
.

5) 即是 当采用 J a u m a n n 应力率时非线性各向同性弹性体的率型表达形式
.

通过利

用 :
W = L一 。

,

由(2
.

8 )经变换后
,

也不难得到用T r u es d el l率表示的非线性各向同性弹性

体的次弹性形式

吞= 方一 L仃 一。LT + 叮七r (D ) = fe
:

(D B + B D )一 (D 。 + 仃D )一 o tr (D ) (2
.

1 0 )

如果我 们 再 利 用 : L = Q+ ROU
一 ‘
R

T ,
以及 (o + W 一 Q)B + B (D 一 W + Q) = Zv o v 〔3 , , 则 由

(2
.

2 )立即获得

方= ZfB :
(V D V ) + fe :

(QB 一 B Q) (2
.

1 2 )

而此时取(2
.

5 )中的正交张量

Q = .
,

O= Q (2
.

12 )

则(2
.

5 )式给出

Q口 一 口Q = fe : (QB 一 B Q) (2
.

13 )

因此由 (2
.

1 1 )即可得用G re e n 一

N a g hdi 应力率表示的率型本构方程

斤= 方一 Q。+ 叮Q = ZfB :
(V D V ) (2

.

14 )
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三
、

简 单 剪 切

对M 。。n e y
一

R ivl in 型 的各向同性不可压缩橡皮材料
,

若物体的初始状态是应力应变均

为零的自然状态
,
其本构关系为

〔‘’

叮 = 一 (2
e l 一 2 e 2

)l+ Z c 1 B 一 Z c : B
一 ,

(3
.

1)

这里
, c l
和几是由实验确定的材料常数

.

显然
,

(3
.

1) 符合(2
.

1) 的形式
,

因此将它分别代入

到(2
.

5 )
、

(2
.

10 )及 (2
.

14 )
, 可得在三种应力率下 M o o n ey

一

R iv lin 材料率型表达的分量形

式为

采用J a u m a n n 率 :

云‘, = (2
c l占‘* B , : + 2 e l占, :B ‘* + Ze Z

B猫占
, : + Ze Z

B 歹绪占
‘。
)D

。:
(3

.

2 )

采用T r u e s d e ll率 :

吞‘, = (2
c l占‘。B , : + 2 e l乃, :B ‘, + Z e Z

B段d
, : + Z e Z

B 万{占
‘, )D

* :

一 D ‘。a , 。一 a ‘, D , .
(3

.

3 )

采用G r e e n 一

N a g h d i率
:

行‘, = (Z
e , 己

‘。占, : + Z e l j, 。d ‘: + Z e Z
B讼B歹亡+ Z e Z

B 歹孟B 几
‘
)犷

。。D 。 ,

厂
, :

(3
.

4 )

大变形简单剪切的构形变化为
x ,
(才)~ X I+ 召

(t )X
: , x Z (t) = X : , x 3

(t) = X
3

(3
.

5 )

这里
, X ‘和 x ‘分别代表初始构形坐标和现时构形坐标

,
以 t) 对时间的导数 云是一常数

, 那么

与变形有关的张量分 别为

{
0 色 “

1
_

1
0 户/ 2 0

、
L一}

” ” 0

卜
。一
}
‘/ 2 “ 0

卜
\0 0 0户 \0 0 0 /

f o 户/ 2 0

)
w 一

}
一 ‘/ 2 “ “

}
\ 0 0 0 1

l+ e Z e o 一 口 0

l+ e 艺 0 {
l + 5 in

Z

刀
e o s刀
5 in 刀

s in 刀

e o s刀
(3

.

6 )

、、.............、

、、.........声
n曰n
‘.1

Z‘......从、

一一
V一一

一B

、、......./
声

0 0

了‘......甩、

一一B

其 中 , 一‘a n 一

(互)
,

沙 2户

4 + 口2

八月门以厅00o厅o

一

宜矛......、

目
Q

首先直接采用全量型的本构关系 (3
.

1 )
,

将 (3
.

6 )中的有关张量代入后
,

极易得应力解
a , 1 = 2 c le 2 , 。 , 2 = 2 (

c ; + c Z

)
。 ,

。 2 2
- 一 Z e : 。,

(3
.

7 )

若采用J a u m a n n 率表示的本构方程 (3
.

2 )
,

则利用 (3
.

6 )可得

、..甘、了
性....尹

沙1 2一 色a 一: = Z e l户‘ 一 2 c 2户e

色
,

口 ’2 十 了气。“ 一 <T , 2 ) =
c l户(2 +

e Z

)+ c Z公(2 + 。2

) ( 3
.

8 )

廿
: :

+ 户a r Z = 2 e l户‘一 2 e 2户‘

求解以上微分方程组
,
且利用所有应力分量均为零的初始条件

,

可得应力解答 (3
.

7 )
.

若采用T r u e o d el l率表示的本构关系 (3
.

3 )
,
化简后同样可得(3

,

8 )
,
从而应力解答亦为

(3
.

7 )
.
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最后用G re e n 一
N a g h di 率表示的本构关系 (3

.

4 )
,

将 (3
.

6) 中的有关张量代入化简后有

4户

“
‘一 4干云

Z a , ,
一 乓c ‘仑e

2 + ‘2

4 + e Z
一 8 c 2户e

4 + ‘2

+3.一+e
“1 2

+

谁
、 (a 」1

一卜 2 (一 + 一)‘

4 +
(3

.

9 )

4户
_ .

1
.

2 + 扩
口 , ,

+ 丁不奋 口‘,
= ”“‘“‘ 万干奋 一 “c Z仑e

es

4千
。‘

利用应力分量为零的初始条件
,

同样不难得到解答(3
.

7 )
.

上面的分析表明
,

采用不同应力率表达的本构方程
, 其应力解都是 (3

.

7 )
, 因此率型 本

构关系 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )祖 (3
.

4 )与用全量表达的本构关系 (3
.

1) 实际是 等价的
.

四
、

率型的变分原理

对具有较复杂边值条件的非线性弹性天变型问题
, 显然不能象求解简单剪切大变形那样

通过积分本构关系直接获得解答
, 而一般需经数值计算来完成

.

我们知道
, 变分原理是建立

数值计算及有限元公式的理论基础
,

而对次弹性问题
, 其变分原理可从文献【5 〕给出的以 下

一条势算 子的定理来得到
.

定理 令尸
:
犷, 犷.

是N (u
。 , :

)上的有势算子
, 不必要求是线性的

, 则存在唯一的梯度为

尸(
“
)的泛函K (的

,

可 由下式确定

、(·卜J;
<p (一 + ·

(

一
) )

,

‘

一
, > d ·+ 兀

。

(4
.

1 )

此处K
。
~ K (

。。

)是常数
, s
为一实参数

,

记号<“
, 。>表示定义 在犷上的内积

,

即

<。
, 。>一 (

_ 。。、*

J 月

以下讨论采用J a u m a n n 应力率 (其它两种应力率下的变分原理可从下述的 同样方法获

得 )
.

我们使用取现时构形为参考构形的适时 L a g ra n g e描述
,

并引入标称应力 T
‘, 二“’,

则次

弹性问题 的基本控制方程为
二7 ’

运动方程 少, ‘, , + p 了
‘一 。 (4

.

2 )

本构方程 少‘, ~ H
‘, 。: D

, : + a ‘。
L , 。一 (二

‘。
D , * + 二 , 。D ‘。) (4

.

3 )

几何方程 L
‘, 一 。‘, , (4

.

4 )

边界条件
。‘~ 公‘ (

x 〔S
;

) (4
.

5 )

少‘= n , , , ‘一全
。

(x 〔S
。

) (4
.

6 )

这里 H
. jk :
是描述材料性能的四 阶张量

,

它可 以是应力张量 沂
,
的函数

,
且 满 足 三 对称性

H
‘, 。: = H

, ‘。: == H
‘, : 。~ H

, : ‘, .

(4
.

2 )、 (4
.

6 )可写 成如下矢量形式

P (A ) = P (A )一厂二 o (4
.

7 )

其中

八= [。 . ,
L , ‘,

户, ‘]
r ,

厂= [p f
. , o , o ]

,

(4
.

5 )

尸是 (4
,

2 )、 (4
.

6 )中作用于
。 。,

L , 。,

, , 。前面的运算组成的3 x 3阶矩阵算子
.

现在利用(4
.

1)
, 可构造相应于(4

.

7 )的泛函
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K (, )一

工
<p (

S , )
,
; >d一工

<p (S八)一 r
,

, >d ·

一
「f

, { 一 : , , 。, , 。‘一 p了
。。‘

+ s [H
‘, 。:D 。: + 。‘。L , , 一 (a

‘。D , 。+ a , 。D
‘,
)〕L

,

一
s少‘, L , ,

+ s ”‘, j少, ‘一 sL . , 全, ‘}d sd 犷

取A
。
二 o , K

。
二 o ,

完成对
:
的积分

, 并通过直接引入与非齐次边界条件(4
.

5 )
、

(4
.

6 )相 应的

泛函K ;
(A )

,

不难得到支配次弹性问题总的泛函为

H (A ) = K (A )+ K l
(A )

一 {不
一 (,

, ‘ , , + 。f
,
)
。‘ + 之「二

。, 。 :。。 :刀 , , 一 。‘,
(2 刀

‘。刀。, 一乙。,乙。.
)z

J 下 气 ‘

一 , , 。L , ‘

}
d V +

丁
s 。 (一全

, ‘一于)一 d ·+

Js
。

, ‘一少, ‘d ·

从这个泛 函可 以建立牢型拟静力问题的广义变分原理
,
叙述如下

定理 1 令
。‘,

L ‘, ,

少, ‘满足场方程 (4
.

2 )、 (4
.

6 )
,

则由(4
.

9 )给 出的泛 函在A二 〔。‘
,

少, ‘〕,
处取驻值

.

由定理 1立 即可得到下面一个有条件的变分原理

定理2 所有满足 (4
.

3)
、

(4
.

4 )
、

(4
.

5 )的机动许可速度场中
,
使泛函

V
!
‘

一

1.2
H l(. )= [H

。, , :刀。:刀‘, + 。‘, (。
, , ‘: * , , 一 2刃“刀

, ,
)〕己V

一
{
。f

‘。‘己: 一

{
。

于
‘v ‘、:

J V J 口 口

(4
.

9 )

L , ‘,

(4
.

10 )

取驻值的速度场 , ,

必满足 (4
.

2 )及 (4
.

6 )
, 牙而是 阿题郎真实解

.

五
、

算 例

基于最 小势能原理
, 文献 阳、 1明 分别用有限元法和直接近似法

,
得到了一些橡皮材料

在对称大变形下的近似解
.

但这些解法
,

都是直接对物体 的大变形进行非纹性迭代求解
.

本文

将基于我们导出的率型变分原理
,

利

用增量法对物体的整个大变形过程进

行逐步求解
.

考虑 图1所示
, 初始构形为 Zl l X

21
:

的矩形橡皮薄膜
, 它长度为 21 1

的

两条边自由
, 另外两条边被夹紧 (不

允许有x :

方向变形 )
, 并受到沿 x ;

方

向的外力 f 的作用
,

假设变形过程是

准静态的
,

且忽略掉体力的作用
.

引入无限小的应变和位移增量
:
△e 二 O

朴朴

一一XXX :::

卜一一一些
—

一

月

困 1

△r
,
△u 二 ,

·

△t
,

且 △e ‘, 二 f△“。
, , + △。, , .

)/ 2
.

对
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平面问题 由定理 2 的泛函不难得到其增量形式为

H l
‘A一卜 ;丘

‘: )

!H
。,

一 A二
, !

·

A一
, , +

合
a 。,

(A一
, ‘

·

““。
, ,

一 2 “

一
△

一
A

一
△一
小

一

I
: (

: A于
‘

·

八一“L
(5

.

1 )

式中 ,
s(

‘’,

L二
‘’表示在 t时刻构形上积分

, a ‘, 是 t 时刻的量值
.

对T r el o ar 型 的不可压缩橡

皮材料(新H o o k e体 )
, e l二 c , c Z

= o ,

则由 (3
.

2 )

H
‘, , : = (占

‘, a , : + 占, : a ‘。)+ 4 c占. ,
占, :

(5
.

2 )

另外
,

根据 J a u m a n n 率的定义也不难得到

△a ‘, 一 H
‘, 。乙

·

△。。
, ! +

告
a ‘·

(A
· , ,

一 △。。
, ,

卜全
a , ·

(A
o . ,

一△。一 , ‘5
.

3 ,

综上所述
,
(5

.

1) 即是用增量法求解平面 问题所需的泛函
.

如果已经知道 了 t 时刻物体

的状态
,
则通过对泛函(5

.

1) 求变分取驻值
,

即可确定 矛。 t + △t 时刻物体的位移 场 △“‘
,

再

利用 (5
.

3) 又可定出 to t + At 时刻物体的应力增量八a . , ,

从而就确定了 f 十八t 时刻物体的状

态
,
按此法逐步计算

,

可 以确定物体的整个 变形历史
.

利用变形的对称性
,

可只考虑矩形薄膜在第一象限内的部分
,

且这时引入无量纲化的坐

标系至, , 牙2 : x l二 11 至, , x :
~ 1

2 牙, ,

那么第一象限内物体的构形变化可由图 2所示
.

数值求解t” t十 △t时刻的位移场△
“‘
时

,
我们采用 R it z 法

.

设满足边界条件的位移试函

数为一重三角级数

盆 N

八“x
0 0 0劣 1

e 厂‘)

+ E E
‘= 1 了= 1

a ‘, s‘n

等于
, c o s

界
)兀矛

(5
.

4 )

△u Z
二 E E b

玄, e o s (Zf一 l)二牙
1 (Zj一 l)二至

2

Zb“ ) (5
.

5 )
‘二 1 J . l

Za ( ‘

式 中
, a “ ’,

b “ ’及 a 。。的定义参见 图 2 , a ‘。’一 b‘
。’一 l(t一。)

, a 。。

为 t , t + A t时 (
a 七‘) , 云2

)边的延

伸长度
,

是待求量
.

熟 初始构形 ‘时愁构形

z乙
_ _

工尸可 {胃
寸

~
l
《

匕妹一
户户感感

引入无量纲化的量F
,

f二 4c F
.

取在每一步长At 内
,
F 的增量 △F = 0

.

0 1 ,

即第一象限

薄膜所受外力变化△T
l二 0 5 八f二 0

.

OZC
.

图 3给出了经过 150 个步长计算后
“ ‘

与F 的关系曲

线图
,
可 以看出与文献〔9」的结果吻合较好

.

若把初始构形划分成 5 x s的正方形小格子
,
图 4分别给出了F = 0

.

25
, 0

.

5 , 1 。, 1
.

5时
,
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格子的构形情况
,

与文献 [s ]利用有限元法解 出单元的构形变化符合得也较好
.

(a ) F = 0
.

2 5 (b ) F = 0
.

5

口8no, 1八�、,

一一一一一一一一一一一一斗斗一升升

... . . ~ . . . . 晰 . . 一
‘‘‘‘‘‘

jjj
_

} lll )))

忿 2〕
众。

抓
0

.

0 0
.

2 0月
甲 , , 勺 下, 一厂

0
.

6 0
一

8 1
_

0 1
.

2 1 4 1
.

6 1
.

5 2
.

0

(
e
) F 二 1

.

0 ( d ) F 二 1
.

5

图 4

厂
、、

结 论

由本文的工作可见
,

根据次弹性理论
,

采用率型解法求解非线性弹性大变形问题是可行

的
.

另外
,

使用增量法求解
, 可以很容易确定变形的历史

,

这与已有的方法相 比具有很大的

优越性
.
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