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摘 要

本文讨论和年龄有关的两种生物相互作用的反应扩散模型
,

其中出生率函数具有指数衰 减特

征
,

文中引进了与资源环境有关
.

沟环境因子a : ,

及可控生育参数刀‘
,

并运用构造上
、

下解 的 方法

研究了该模型解的存在性
、

唯一性及平衡解勺局部渐近稳定性
.

研究发现
.

在其它参数 相 对稳定

的情况下
,

生育参数刀‘的大小决定了种群发展的趋势
.

关匆词 出生率函数 死亡率函数 反应扩散方程 上
、

下解

一
、

引 言

自从 197 4 年 G u r 幼n 一

M ac C a m y 建立第一个与年龄相关的非线性人口动力 学模型以

来
,

关于单种群生物动力学的研究巳做了大 量工作
〔‘乙‘ 〔“二, 198 5 年W eb b 在专著 [6 〕中作了

全面总结
.

19 5 5年
,

W
e in 。七o e k 和C h r is R o r r e s 引进临界出生率和临界死亡率两个人口

统计学参数
,

为平衡解的稳定性研究开辟了一条新途径
〔’二 .

对含扩散项的生物模型的研究 也受

到广泛重视
,
L a n g la i: 在 [5 〕中讨论了和年龄相关的单种群的反应扩散模型的大范围性质

;

C
.

V
.

P ao 在 [s ] 中则讨论了两种生物相互竞争的反应扩散模型
,

但其出生率函数为常数
.

本文综合文 【5 〕与 [s 〕的特点
,

提出以下相互作用的双种群模型
.

设口为 R
”

中的有界区域
,
口口为口的边界

,

具有足够的光滑性
, 下为口。的外法向

,

设p ‘(a
,

t , x )为第i 种群t时刻
, x 处

,

年龄为
a
的分布密度

,

则

一 (,
, X )一

J了
。‘
(
· , ‘, X , d

·

为相应种群的总数
,

假设p ‘
(
a , t , x ) i = l , 2 ,

服从以下规律
:

、、.户‘、.了、‘了O自nO4

⋯
通.1jl.,l

口‘子、了.、了.、

瓷
一

+

鲁
一。 IA。; + 。,

(。
l“1 + 。1 “2

+ 、1
)一。

徐
+

鲁
一。

:
△。

:
+ 。

2

(。
: “2

+ 。2。, + 己
2

)一。

(1
.

1 )

p ‘
(o

, t , x )二刀
。e x p [ 一 a ‘u ‘〕 i二

p ‘
(
a , 0 , x )= p ‘。(a

, x ) ‘= l , 2 ,

B p ‘三 a (x )口p
‘/ , + 刀(

x
)p

‘= o

1 , 2 ,
(t

, x
)( R

+ x 日

(
a , x )〔R

+ x 口

x 〔口口 (1
.

5 )

‘.............J
矛、

、........、

.

戴世强推荐
.
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这里刀
‘
为 i种群的扩散系数

,

D
‘

> 沂 b‘
, c ‘,

d
‘

均为正常数
,

如。‘+ d ‘系i种群的死亡函数
,

c’幻 (‘斗 i) 则反应了种群间的相互作用
.

B 户
‘
~ 0是边条件

,

其中a( x) > 0 ,

刀(x) > o ,

但在

口口上a (x ) + 刀(x )> o , a ‘具有环境因子的意义
,

刀
‘则为生育参数 (i= l , 2 )

.

对 (1
.

1) 、 (1
.

5 )诸式两边积分
,

可得下列具初边值的反应扩散方程组
:

0 0 1 /口r 一D l△u , = 。, [刀
: e x p [ 一 a , u :

卜 b lu l 一 e l“2 一 d l〕 (1
.

6 )

口u
:

,

/口t 一D
:
A u Z

= u Z

[刀
Ze x P「一 a Z“ 2

卜 b
Zu Z 一 c : 。 l 一 d

Z

〕 (1
.

7 )

B u ‘= a (x )口
。‘/即 + 刀(

x )u , = 0 (i= 1 , 2 ) (1
.

8 )

一 (“
, X )二一 (x )一

I厂
p ‘。(·

, X )d · (‘一 ‘, 2 )

下面对此反应扩散方程组进行讨论
,

我们将看到
,

在 a ‘,

b
‘, c ‘,

山

刀
‘
的大 小决定了种群的发展

、

衰亡及相互共存的不同结果
.

(1
.

9 )

不变 的 条 件下
,

二
、

非负解的共存性

在方程组 (1
.

6 )、 (1
.

的中令

F l
(
u ; , u Z

) = u ,
(刀

le x p [ 一 a l“l」一 b , u ; 一 e ;。 2 一d l
) (2

.

1)

F
Z

(“;
, “2

)二
。 2

(刀
Ze x P [一 a Zo Z

] 一 b
Z “2 一 c Z。, 一 d : ) (2

.

2 )

显然
,

对于 (。l
, “ 2

)〔 [ o
,
+ 冈 ) x [ o

,
+ co )

,

F ,
(
。l , 。2

)
,
F

:

(“ 1 , u Z

)分别关于
。2

与
“;
单调递减

,

而对于任意的。( m < M
,

在 [。
,

M〕上F I ,

F
Z

关于
u , , u Z分别为 L ip s e h i七z 连续

,

因此该

方程组为拟单调减少型反应扩散方程组
.

我们用构造上
、

下解 的方法证明解的存在性与唯一

性
.

定理 1 当刀
‘
《几

。
D ‘+ d ‘

,

(‘= 1 , 2 )时
,

方程组 (1
.

6 )、 (1
.

9 )存在唯一的一组解 (
。 1 ,

“ :
)满足

:

o(
u l
(t

, x )( P I
(t)功(

x
) (t

, x )〔R
十 x 口

0《。2

(t
, x )《 P

Z

(t)功(
x ) (t

, x )〔R
+ x g

其中

{
’
‘

(0 )e X p (刀‘一 “
。
D ‘一 “

!

)‘
,

Pl(
t ) ~ }一 望叮旦匕

-
-

l ‘+ p ‘(o )b
‘

功柔,

当刀
‘< 之

。
D ‘+ d

‘

当刀
‘一几

。
D ‘+ d

‘

(i= l , 2 )

(i, l , 2 )

(2
.

3 )

这里P‘(0) 为满足 以下条件的常数
:
P
‘

(0) >
u ‘。

(x) 形
。

几
。

为特征值问题
:

一么:‘一之u
,

B u = 0

的最小特征值
,

功(x) 为对应 的特征 函数
,

显然
,

几
。

> 。
,

> o ,

功(x )在口上的最大值取为功, ~ m a x 功(x ) }口一 1
.

(2
.

4 )

功(x) 具有正的最小值价
。一 m in 功(x)

证明 设 梦;
= o , 梦 2

= o , 。 : = 夕, (t冲(x )
, 。2

= 夕
2

(t冲 (x )
,

夕l (t)
,
P

:

(t)为待定正函数
,

使 (.
1 , 石2

)与(梦
1 , 丝:

)为方程组的上
、

下解
.

因此
,

根据阳〕它们必须满足 :

鲁
一 D , △; l 一 。 , 〔刀

, e x 。卜
a l ,

l

: 一 。1 。,

一
1 0 2 一 J ; :、 0

(2
.

5 )
_

口厄
,

_

乓 口。 一刀
1八 石一 牙1 ‘刀le X p [ 一 t1 一‘一〕一 b l云, 一 “ ,丝: 一 d 一)



两种生物相互作用的反应扩散模型

口梦
2

口t
一 D

Z
△梦

: 一 彗 :

(刀
: e x p [ 一 a :丝2〕一 b

Z梦2 一 e Z云: 一 d
:

)《 o

口公
2

(2
.

6 )

扩
一 D Z△“广

“2

〔刀
: e X p [ 一 a Z忍2

] 一 b
: “2一 C Z“, 一 d

Z

〕

当P;
(t)

,

也有

又

P
Z

(t)根据 (2
.

3 )取值时
,

(2
.

5 )
、

(2
.

6 ) 同时成立
,

并且 因为 P‘
(o )>

u ‘。

(x )/功
。 ,

云. (o
, x )= p .

(o )功(
x )》“‘。(x )

B 石‘= p .
(t )B 功(x ) = o

所以 恤
1 , 梦:

)与 (万
1 , 忍:

)为方程组 (1
.

6 )~ (1
.

9 ) 的下解与上解
,

且因 扭
l ,

所 以由文 [ 9 ]可得
,

存在唯一的一 组 (u l , u Z

)满足 (1
.

G )、 (1
.

9 )且

o《
“,
(t

, x )( P ,
(t )功(x )

, o《
u :

(t
, x )( P

:

(t)功(
x
)

定理 2 若刀
,
> 几

。
D I + d l ,

刀
2

《几
。
D

:
+ d

Z ,

则当

丝2

)《 (云
: , . 2

)
,

(2
.

7 )

0《
“1 。

(x ) 《 旦韶
1一 , 0

自
2。

(· )、肚嵘巡“
时

,

这里

方程组 (1
.

6 )、 (1
.

9 )存在唯一解 (
u ; , “:

)
,

r l
诱(x )《

u l
(t

, x )《
刀

1一 d ,

b -

o《
u Z

(t
, x )《P

:

(t)功(x )

满足

(t
, 义 )〔R

+ 只 口

(t
, x
)〔R

+ K 口

刀
; 一几

。

D ; 一 d : 一 e , P
:

(o )
b ; + a l

刀
;

(2
.

8 )

P :
(t)由(2

.

3 )式给出
,

但

P
Z

(0 )《 (刀
; 一几

。
D l 一 d l

)/
e l

证明 设丝1 二 rl 功(x)
, . , ~ r Z , 丝2

= 0 , 。2
= p

Z

(t )功(x)
, r ; , 八为待定常数

,
p

:

(t )为待定

函数
,

要使(丝
l ,

丝
2

)和 (“
1 , 。:

)是方程组的下解和上解
,

它们必须满足 (2
.

5 )与 (2
.

6 )
,

当 r : 依

(2
.

8 )取值
,

r Z = (刀
; 一d l )/ b ;

且P
:

(t)取为单调减函数
,

P
:

(o )成 (刀
工一几

。
D I一 d l

)/
e l时

,

(2
.

5 )一定满足 ,

又 当几《丸D
:
+ d

Z

时
,

依 (2
.

3 )式选取 p
:

(t )
,

(2
.

6 )式也能满足
,

且 p
Z

(约是 t 的单调减

函数
,

于是
,

只要

o《
。l 。

(x ) 《
刀

, 一 d l

b -

“、一 (
· )、

肚
几

孕卫
‘诱
。

初值条件 也得到满足
,

所 以 (丝
: , 。:

)
,

(。
l , 。2

)确是下解与上解
.

由于 (。
, ,

价)( (石
1 ,

瓦 )显然成

立
,

故定理得证
.

推论 1 若刀
1
( 几

。
D l + d l ,

刀
2

> 几
。
D

:
+ d

: ,

则当

0、一 (X )、夕
几二

哈
丁亘

2

,
。 , 。、一 (X )、

火产
时

,

方程组存在唯一解 (
“ 1 , “:

)满足

o《
“1 (t

, x )( P I (t)必(x )
, r {功(

x
)(

“:

(t
, x )(

r ;

其中
刀

: 一 几
。
D

: 一 d
: 一 e Z

P , (o )
b

Z
+ a Z

刀
2

刀
: 一 d

Z

b
2

P :
(t)由 (2

.

3 )式给出
,

但 P;
(o )《 (口

: 一 凡
。
D

: 一 d
:

)/
e :

定理 3 若刀
‘
> 几

。
D ‘+ d ‘, i二 一, 2且刀

1 < 几
。
D , + d , + e , (b

Z
+ a
消

2

)
一 ‘

(刀
: 一凡

。
D

Z 一 d
:

)功
. ,
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则存在正数
, 和拼

,

使 当
。 , 。

(
x
)《

,
功
。 , 。2 。

(x )》 (c
Z
+ a ,

刀
2

)
一 ’

(刀
: 一又

。
D

Z 一 d
: 一 c : v

)

时
,

方程组存在唯一解 (: ; , 。2

)
,

满足 :

o(
“1
(t

, x )(
v e x P〔一 拼门功(x ) (t

, x )〔R
+ x 习

P
Z

(t)功(
x )《

u Z

(t
, x
)《(刀

: 一 d
Z

)/ b
Z

(t
, x )〔R

+ x 口

其 中

A
PZ

t才) = n
.

J〕 l 一 e x P [ 一A t〕+ A e x P [ 一 A t ] / B P
:

(o )

A ~ 刀
: 一几

。
D

: 一 d
: 一 e : v > o ,

B = b
:
+ a Z

刀
2

0 < P
:

(o )《A / B

证明 令云; = P l (t )功(x )
, 移1= o , 反:

二 (刀
: 一 d

:

)/ b
: , 移:

一P
:

(t冲 (二 )
,

为T 使 恤 : , 云2

)
,

(丝
: ,
些
2

)是方程组的上解与下解
,

根据 (2
.

5 )和 (2
.

6 )
,

在P
Z

(t) 是增函数
,

P ;
(O是减函数 的假

设下
,

它们需满足

及

这只要取

夕{功+ 几
。
D 工夕l

功> 夕
l
功[刀

, e x p [ 一 a , P ,
功〕一 b ,夕1

必一
e 1P

,

功一 d , j

P ;功+ 几
。
D

:
P

:

功《夕
:

必[刀
: e x p [ 一 a Z

夕
:

功〕一 b
Z
P :
功一

e :
P,
功一 d

Z

〕

刀
Ze x P [一 a : r」一 b

Z r 一d
:

( o

P呈~ (刀
; 一 d l 一几

。
D , 一 e 1 P

:

(o )功
,
)P

,

P ; 一 P : (刀
: 一凡

。
D

Z 一 d
: 一 e Z

PI (o )) + (b
:

+ a Z

刀
:

)P孟= o

r二 (刀
: 一 d Z

)/ b
Z

P l(t)= P ,
(o )e x P〔一拼t」= v e x P [ 一 科t」

及即

A
P Z t了) 一 万万~

刀 1 一 e x p [ 一 A t」+ A e x p [一 A t〕/ B P
:

(0 )

其 中

拼= d ,
卡几

。
D I + e , P

:

(o )必
。 一刀

l > o , v = P l (o )

A = 刀
: 一凡

。

D
: 一 d

: 一 e Z
PI
(o )> o ,

B 一 b
Z
+ a Z

刀
2

显然 p ,
(t )是单调减函数

,

而 当p
Z

(0) < A / B 时
,

p
Z

(t )是单调增函数
,

符合证明中的假设
.

又

由于拼> o ,

A > o ,
p

Z

(0) < A / B
,

这就要求

只要

鱼二
器犷

鱼< 九 (。)<

鱼胡息盲北藏
Z

Pl( 皿

八二

绘
二可

1 < 色瓦哭:护
,

几> 礼”
2
+ “

2

(2
.

9 )

一定可选取P ;
(0) > 0 ,

使

色二岭卫
‘

< 鱼二元热洲
2

二夕
1

‘ l毋, O : 十 a Z户2

(o )

成立
,

选定P :
(的后

,

也一定可选取P
:

(0 )
,

使 (2
.

9) 成立
.

再根据初值条件
,

必须要求

u , 。

《P l
(o )功

。 ,

A / B < p
:

(o )《
u : 。

《
r

最 后
,

当P
Z

(0) ( A / B 时
,

P
Z

(t) 《A / B 总成立
,

所以
:

梦:
“ P

:

(t)功(x )( P
Z

(t)《
刀

: 一d
Z

b
2簇

AB
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故 (拼
1 , . :

)《 (.
; , . 2

)
,

定理成立
.

推论2 若 刀
.
> 凡

。
D ‘+ d ‘, ‘~ l

,

2 且 刀
2

成
e Z

必
。 (b l + a l

刀
, )

一 ‘
·

(刀
, 一几

。
D ; 一 d ;

) + 几
。
D

Z +

d : ,

则存在
v
> o , 拼> 0

.

使 当

“ 1。

>
刀

, 一几
。

D l 一 d l 一 e l ,

b ; + a l
刀

1

u Z 。

《 : 功。

时
,

方程组唯一的解 (
“; , “:

)满足

P l
(t)功(x )《

。 ,
(t

, x )《 (刀
, 一 d ;

)/ b
l

o《
。:

(t
, x )(

v e x p [ 一 拼t」必(x )

其中

(t
, x
)〔R

+ x 口

(t
, x )〔R

+ 只 日

, 1 (, )一

矛
·

、一。X 。。一 , , : +

盆
e x 。〔一 , ,〕

而
(。

A = 刀
; 一几

。
D : 一 d ; 一 e lv ,

B 一 b ; + a l
刀

1

v = P, (o )> o , 拼~ d
: + 几

。
D : + e Z

P ; (o )功一刀
2

> 0

定理4 若
c , c :

< b lb
: ,

刀
‘> 几

。
D ‘+ d ‘, i= l , 2且

刀
, 一、

。
刀 , 一 J , > 一

f-l
一

(刀
2 一。

2

), 刀
2 一 几

。
刀

2 一 J
Z

> 含 (刀
, 一 J l

)
U 1 U l

则方程组存在唯一的解 (
。 : , 。2

)满足
r l
价(x )《

。 1
(t

, 二
)《 , 1

r :

功(x )《
“:
(t

, 二)《护2

其中

刀
, 一几

。
D ; 一 d ; 一 e l

(刀
: 一 d

Z

)/ b
Z

b : + a l
刀

1

f 。

=
_

旦二鱼卫全二丝兰二些了丛二鱼1也
b

:
+ a Z

刀
:

护忿=

刀
; 一 d :

b z

刀
: 一 d

Z

b
2

只要令丝1 = r l
必(二)

, “1 ~ 。, , , , 2
~ r Z

必(
x
)

, . 2
= , 2 ,

其中
r l , , 1 , r : , , 2

为待定正常数
,

容易证明
,

当这些常数按定理中条件取值时
,

定理一定成立
,

证明从略
.

三
、

平衡解的稳定性

方程组 (1
.

6) 、 (1
.

9) 的平衡解 (“1
: ,

姚
,

)满足下列椭圆方程组
:

一 D , A“ 1 : 二 F , (

一 D
Z
△。

2 。
= F

:

(份 z a ,

“2 ,

)

。 2 ,

)

B “‘
a

~ o (i~ l , 2 )

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

r.....r、....‘

为了讨论平衡解的渐近稳定性
,

我们证 明下列引理
.

引理 设 (
。1 , , “2 5

)为(3
.

1 )、 (3
.

3 )的解
,

若存在正数a ) o , 。) o使

之
。
D , + d l 一刀

l e x p 卜
a ,
(
“; : 一 a )] + Zb ; “1

:

+ c , 。 2 , 一 a e lo l ,

>
。

;
。
刀

2 + d
, 一 口

,
e x o r一 。

,

(“
,

一
。) 1 + 2。

, “ , .

+ 。 , “ , 。

一生
。 , 。 , ,

)
。 } (3

.

4 )

成立
,

则方程组 (1
.

6 )、 (1
.

9 )存在唯一的解 (
。,
(t

, x )
, “:

(t
, x ))满足 :

u l , 一 拼, P (t)必(x )《
“; (t

, x )《
。1 。+ p (t )功(x )

“ :

一 拼:
P(t )功(x )《

“:

(t
, x )(

。: , + 拌3
p (t)功(x )

其中
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P (o )e x P [ 一 。t〕 当r二 0时
尸二

r恤.2,l
p (t)

‘一 e X p 〔·‘〕+ :

成可
e x p 〔“‘〕

当r铸 0时

(3
.

5 )

P (0) < 盯r

r 二 m in (b
l 一 a e , , a e : 一 b

Z , a Z
b

: 一 a c Z , a Zc , 一 a b ; , o)

拼1 ,

拼2 ,

热为某个正常数
.

证明 设壑; = 。l , 一 拼; P (t)价(
x )

,
舀、一。、。 + P (t )功(x )

,
些2

~ 。2 : 一 拼Z
P (t )功(x )

, 云2
= 。2 ,

+

热P( t) 必(x)
,

P (t) 为待定正减函数
, 拼1 , 娜: ,

热为待定正常数
.

为使 (丝1
,

纵)与 (云
1 ,

风 ) 是

方程组 (1
.

6 )“ (1
.

9 )的下解与上解
,

根据 (2
.

5 )及 (2
.

6 )有

P
‘ + (几

。
D l + d l 一刀

l e x p [ 一 a lo l。 一 a ; p功〕+ 2 b l。 , ,

+ c lo Z。 一拼Z c ; 。 , ,

)P

+ (b
, 一 拼: c l)P

Z

功》o

P
‘+ (几

。
D

: + d
: 一刀

Ze x p [ 一 a Z o Z : + d
Z拼3 P功]

+ (拌
: c : 一 b

Z

)P
Z

功》 0

P
,
+ (几

。
D

:
+ d

: 一刀
Ze x P [ 一 a Z “: , 一 a :拼3 P功」

+ (拼
s
b
: 一 拼Ic :

)P
Z

功> o

P
’ + (凡

。
D ; + d : 一刀

, e x P [ 一 a ; 。; ,

+ a ,“IP功」

+ (“
3 c l 一 拼; b , )P

Z

功> o

+ : 。
2 u 2 ,

+ ‘: “

一牛
: 1“2 ,

),

科2

.

。 , _ . , _ _

拼l , 二 、 ‘

一 乙” , “ ZB 一 “ 2“ , ‘

一瓦
“ 2“ Za 尹夕

. 。 , _ _

二
_

.

拼3 。
_ .

、 ‘

,
. 乙 0 1 “la 宁

‘ 1”Z a 一 一万 ‘ 1“l a ) 夕
升1

由 (3
.

4 )
,

取 拌:
二 a , 拼1二 a

,

召3
~ a Z ,

且 令
: = m in (b ; 一 a c l , a c Z 一 b

: , a Z
b
Z 一 a c Z , a Z c l 一

a b ;
, o )

,

则夕(t)可取为方程
:

P
‘

(t) + : P (t) + : P
Z

(t) = o

的解
,

解此方程
,

即得 (3
.

5 )式
,

显然P( t) 为正的减函数
,

再 由初值条件
,

只要

。1 , 一 a P (0 )功(二)(
。l 。

(
二
)(

“, : + P (o )功(x )
u Z : 一 a P (o )必(x )《

。: 。

(x )《
: : :

+ a Z
户 (o )功(x )

则 (1
.

6 )、 (1
.

9 )存在唯一的一组解 (
。 l , 。 2

)且
。, , 一 a P (t)功(x )(

。 , (t
, x )簇

u l ,

+ P (t )功(x )

。: 。一 a P(t)必(
x
)《

u :

(t
, x )《

。: : + a Z
P(t)功(

义
)

由引理的证明可以看出
,

当t。 + 。时
, 。,

(t
, x )、 “, 。 , 。 2

(t
, x
)、

。2 。 ,

即平衡解 (
“1 。 , “2 .

)

是局部渐近稳定的
.

下面给 出几个平衡解的存在定理
,

我们仍然根据椭圆型方程组上
、

下解方法来构造它们
.

定理5 设 (
。, , , u Z :

)为 (1
.

6 )、 (1
.

9 )的非平凡非负平衡解
,

( i ) 若刀
1
《凡

。
D l + d l ,

则 (。1。 , u : 。

)必为 (o
, u : s

)形式 ,

(11 ) 若刀
2

《久
。
D

: + d
Z ,

则 (。1 , , u : ,

)必为 (
“ 1 , , o )形式 ,

(111) 若刀
.
《几

。
D ‘+ d

‘

(i一 1 , 2 )则 (
。 l。 , u Z ,

)必为 (o
, O)

.

证明 ( i ) 因为 (u , , , u : s

)是平衡解
,

它们满足

一 D
,
A o l。一 。 ; 。 (刀

l e x p [ 一 a l。l :

] 一 6 1“1 : 一。l “: : 一 d l
)

x 〔g

B

一
(X , 口琴犷

+ 刀(
·
)
一

“
x 〔口口
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以踌(x )乘上式两边并对 x 在口内积分得
:

((
、
。
刀 ; + J , 一刀

: e x p [ 一 。l“1 :

] )
。1 ,

功(二 )、二一 {
“: ,

(。
, 。1 ,

+ e l“: 。 )、x

J 口 J g

几
。
D ; + d ; 一刀

, e x P [ 一 a ; u , 。〕》 0 , 一 (b
l u : 。 + c lu : :

)< O

u l: 三 0 ,

即 (
u , , , “2 5

)= (o
, “2 5

)
.

同理可证 (11)
,

(111)
.

定理 6

(i ) 若刀
1 > 元

。
D 、+ d l ,

刀
:

簇几
。
D

:

+ d
: ,

则 (1
.

6 )、 (1
.

9 )必存在非平凡解 (
。, 。 , 0 )满足

:

刀
, 一几

。
D , 一 d l

一
,

一 刀; 一dl

—
之卜

、

“ ! 0 心卜

—
b l 十 a x户1 一

‘ - 一
O x

若刀
1
《几

。
D

I + d ; ,

刀
2

> 凡
。
D

。 + d
Z ,

贝一l(1
.

6 )、(1
.

。)必存在非平凡平衡解(0
, 。: ,

)满足
:

几百黑:韶
2

、一、色扩
2

婉
:

兰 0 ,

显然满足平衡解方程 (3
.

2 )
,

余下的问题是找到
“l , ,

满足
‘ 一 D l△u l ,

一 u l ,

(刀
l e x p [ 一 a l“ 1 ,

」一 b lu , ,

一 d l〕

(ii证

‘
B “1

,
= o

我们寻找
。; :

的上解石1 ,

和下解整, , ,

刀
1 一 d ;

b -

设云, ,

~ r l ,
彗1 : 一 八功(x)

,

容易得知
:

刀
1 一 人

。
D ; 一 d l

b ; + a l
刀

,

显然 丝1。

《云l。 ,

所以至少存在一个
“ 1。 ,

满足

一 D , △u l ,

= u l ,

(刀
le x P [一 a lu l ,

] 一 b l“1 , 一 d , )

且 些; a

(
。1 :

《 . : 。

即

刀
1 一击D , 一 d ,

b l + a ,
刀

,

同理可证 (11)
.

&(x )《
“l 。

簇鱼
一

户
U 1

定理7

则 (1
.

6 )、 (1

设刀
‘

> 几
。
D ‘+ d

‘

(i= l , 2 )
,

若 b
Z

/ c
Z

> c l / b , 且

刀
, 一几

。
D l 一 d l\ e t

刀
: 一 几

。
D

: 一 d
: 、 c Z

乙 二万
~ ~ 一 产户 1 ,

一 。 了 /
户
工

P Z 一 u 2 U Z 尸 l 一 u 1 u l

.

9 )存在非平凡非负平衡解 (。, , , u Z :

)满足
:

刀
; 一击D I 一 d : 一 c l (刀

2 一 d
Z

)/ b
: , , _ _

、 一
_

_

, _ _

、
一刀

: 一 d ;

,- 七

一
1

一于~
二1

之仁
‘

二
全
旦黝 (x )《

“ , 。

‘x) 板
‘一 ‘ ,

一
‘

b l + a :
刀

, w ‘一 ‘

决
一 ‘ s ‘一 ,

\ 6 1

刀
2
一几

。
D

Z 一 d
: 一 c :

(刀
, 一 d , )/ b l

b
: + a Z

刀
2

‘(X )《一 (X )《刀
2

反
“

2

证明 设“l 。 ~ r l ,
“2 ,

一 r二
,

, , :

= r
动(x )

,
, 2 :

= r
拗 (x )

,

要使 (“
, : , 云2 。

)与 (“
l , , “2 5

)是

(1
.

6 )、 (1
.

9 )的上下解
,

根据 (2
.

5 )及 (2
.

的可以取

r l =
刀

l 一 d t

b l

刀
:
一 d

:

b
2

一八 一 凡刀
1 二芭一旦,

(夕
2 一 d

Z

)绳
一 b l + a l

刀
;

刀
: 一凡

。
D

: 一 d
: 一 c : (刀

1 一 d l )/ b :

一

一
。汁

。2

刀牙一
显然 (彗

l : , 丝2 :

)簇 (云
, 。 ,

忍2 。

)
,

从而 (1
.

6 )、 (1
.

9 )存在非负平衡解 (。1 : , u : :

)
,

且有 (些
, , , 彗2 *

)

( (
“l。 , “2 :

)簇 (舀
, , , 反2 ,

)
.

有了非负平衡解的存在性
,

可以根据引理讨论它们的稳定性
,

显 然
,

当 刀
.

《机D
‘十心

(f = l , 2 )时 (0
, o )是唯一 的平衡解

,

它是局部渐近稳定的
,
对于 刀

‘》礼D ‘十 d 。,

我 们有下列
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定理
.

定理 s 设刀
、> 几

。
D I + d , ,

刀
2

《几
。
D

: + d
Z ,

若
一~

任i丛士也 , 夕如几些犷
二 ;吐旦以尽, 凡必一叫 < 刀叮鑫迎鉴丝

1功。

“ i 尸 1 0 1 十 “ IP I

则平衡解 (
u , 。 ,

0) 是局部渐近稳定的
,
对平衡解 (o

,
叽

:

)也有类似的结果
.

证明 平衡解 (
“1 , ,

0) 满足

。, = 丛拱
旦

鬓鱼人、
1 。

、
一

卫鉴鱼 一 。
2

口l ,
.

“ 1尸 1 口 1

由引理知
,
对任一

“ 1 ,

〔(云
; , 云2

)
,

若存在a > o使

几
。

D ; + d : 一刀
; e x P [一 a ;

(
“ , 。 一 a )〕>

c lo l。a 一 2 blu l。

成立 , 则。1 :

是渐近稳定的
,
这只要 (

a = 0)

几
0
D I + d : 一刀

le x p [ 一 a l“ 1。〕> 一 Zb , 。 1 ,

即可
, 即 几

。
D : + d : + Zbl o l 。

> 刀
: e x p [一 a lo l : ]

设 9 1 ~ 几
。
D : + d l 一刀

le x p [ 一 a l
(
u , 。一 a )」

.

刀:
二 c l。, 。a 一 Z b : “; -

显然 , 1
是关于a 单调 降的

, 而协是关于a 增的 (图 1 )
.

令
“。
是几

。

D , + d : + 2 b l。= 刀
; e x p [一 a , 。j

的根, 。。是方程

、
。
D ; + 、1 + 2 0 1“一 ,

:

(
l 一 a l。 +

的根
,

则。
。

> 。。
(见图 2 )

.

l

了a

洲
口

护产

尹 /

之
。

D
,
+ d

.

再令。。

< . 1 ,

则

对任一
“ 1。〔(云, ,

云:

)必有

凡
。
D

I + d l + Zb lu , ;

> 刀
, e x P [一 a lu l 。」

解出仓。
,

可得不等式
:

O<
a l
刀

l 十 Zb , 一 斌西 / 刀
l 一击D , 一 d

一 云孟刀
, - -

一
一\

一

瓦千云洒 功.

其中 八= (a
,
刀

, + 2 b l
)
2 一 Z a f刀

1 (刀
l 一元

。

D I 一 d ;
)> 0

定理 9 设刀
‘) 元

。
D ‘+ d

‘ , a ‘

( 2 b
2

功
。 , c Z( l

,

且

丛
一
(

c 一 \

a l + a : a l a Z

Z c l功。 4 b
2 c l必。

C o

> 扩
U l

则 当 。 一 l b
,

P : 乓
之

吸 二二

、 ‘1 2 c l
功
二)gl+

“
2 一

督
一

(AOD
I + “】卜 2 :

念

(3
.

6 )

(
,
)

(3
.

7 )
“

2

》 石币二荀毓‘厂l刀
1 +

之
(‘

。
D

Z

+ “
2

卜 d l

场磊
蔽〕}
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时
,
平衡解是渐近稳定的

.

证明 当内< 2瓦功. 时
, 区域 I :

}
落在区域 I :

{

从(令
一

命卜
“2 一

扣Dl+
“1

卜
赢

”
:
》

丽斌舔
福) !”

! +

复
(‘

。
D

Z

+ d
Z

, 一 d
l +

瑞
万〕

“
:

>
资

·

”
1 + d : 一

晋
(*

。D l + 、1
)

”
:
‘
奇【

“
1 +

令
(‘

。

D : + ‘2

卜 d !

」
内

,
故在 I内

,
(1

.

6 )、 (1
.

9 )的解(
u l , 。2

)及平衡解 (
。, , , 。2 一

)都存在
.

且有

脚
卫嘿濡黔

丈

~
‘ >
谕

脚叠
二

策豁{
1

, ‘肠
迎

,
。>

兹
令 a < l/ Zb

: ,

则在 I内
, u , ,

) a , 。 : s

> a ,

根据引理
, 只要找到一个 a 。

> o ,

使 当 a 。

< a

< l/ Zb :
时

{
几
。
D ; + d l 一刀

卫+ 2 b l“1 : + c ; 。 2 ,

> c l“全
二

几
。

D : + d
: 一刀

2

+ 2 b
2 o 2 ,

+ c Z。: :

> c Z o Z ,

/ a

同时成立
, 则平衡解 (u l 。 ,

姚
,

)是渐近稳定的
.

在 u l 。一u Z ,

平面上
,
讨论两条曲线

:

l b
: \2

.

, 二 A
:

b于
‘; : 气

“1

一常 ) + A 一 “2 一 “
一不:

一

苛
A ; = 刀

, 一几
。
D : 一 d l

l
: ,

/ 1 Zb
,
、 A

, ,

_
.

一
“, ,

二叹二 一牛生 1 0 2 ,

+ 丫
z ,

只
2
一刀

2 一又
。
D

Z 一 d
Z

、 a c Z I
一 ‘ ’

CZ

过1
2

上的点(月
2

/c
: ,

0) 作l, 的切线l
,

l的方程为

。: :

= k (。1 , 一 A
Z

/ c Z )

会杖一才
,

/c
,
A

:

/ 伪

圈

易求得
’ 、

一食
一

含
+

打畜牛)
2

.

A
十—

鱿
c f

设A l
/c

; 一 b矛/吐> 。
,

则 k> 。

令 l/d 丸z/c
Z

>k

则

(见图3)
。

a > 乏石i了砚千丁瓜 ~ a0

当几< 1时 ,
有a0 < l/ 2b

2 ,

故 当a0 < a < 1 / 2b
2

时 ,
(3

.

4 )式满足
,
稳定性证毕

.

四
、

结论的生物学意义

从上面 的讨论可知
:

1
.

当刀
‘
《凡D

‘+ d ‘
(‘= l , 2 )

,

两种生物在短期内能共处于区域。中
,
但由于生育参数太
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小
,
或者由于死亡过多

,
扩散太快

,

两种种群都将趋 向于灭 绝状态
,

最终稳定地被消亡掉
.

2
.

当刀
1 > 瓜D l + d l ,

刀
2

《凡D
Z
+ d

Z

时
,

共处于助扫的两个种群
, 第二种群由于凡太小

,

或者D
Z ,

么过大
,
最终将趋于消亡

,

而 第一种群
, 由于刀

;

较大
, 或者 D

, ,

d ;
较小

, 可以不

被消亡
, 只刀

1
满足 (3

.

6 )
,

它最终将趋于稳定的平衡状态
.

3
.

当刀
‘

> 丸D . + d
‘

(‘= l
,

2 )时
,

如果 b lb
Z

> c l‘ : ,

则两种群可以共处于 口中, 且 当 a ‘<

2b
2

功
. ,

即环境 因子较好时 (a
‘
较小)

,

它们 可以永远共处于口中 , 且 当刀
; ,

几满足 (3
.

7 )时
,

两种群永远不会被消亡
, 而最终稳定于平衡态 (

u , , , u Z :

)
.

1.J飞.J1.JO‘nOJ任r.LF..Lr.L
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