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摘 要

本文用卜函数具体构造出广义重调和算子
,

建立相应的二次泛函表达式
.

并将其应用于弹性

薄板的弯曲问题
.

结果表明
,

当自变量 函数为广义函数时
,

变分泛函中的自变量函数自然就允许

某种程度的不连续性
,

用 L a g r a n g 。 乘子法所得的修正变分原理实际上是文中给出的变分原理的

特殊形式
.

关抽词 手函数 广义导数 薄板 变分 (数学)

求解线性微分方程的有限元法
,

指的是将算子方程化为与之等价的变分原理
,
再通过分

段 (片 ) 多项式来逼近 的数值方法
.

对于因剖分插值而导致二次泛函中的自变量函数的某种

程度 的 不 连 续 性
, F r a e ijs d e V e u b e k e (19 7 4丫

’二 J
.

T
.

O d e n 和 J
.

N
.

R e d d y

(1 97 6 )
厂“二,

胡海 昌 (198 1)
”二曾先后指出

,

变分原理中的自变量函数应理解为广义函数
.

为了

避开广义函数的概念
,

传统的方法是将经典 的算子方程化为等价 的变分原
、

理
,
再利用 L a g

-

ra n g e 乘子法将变分原理进行修正
r名二「5二 .

再一种做法是采用某种 变 换 以避开广义函 数
, 并

认为修正的广义变分原理是广义变分原理为便于有限元法应用而不涉及广义函数 的特 殊 形

式
,

并不是广义变分原理 的进一步推广
厂3 二.

因此
,

本文的目的在于直接从广义微分方程式出

发
,

建立相应 的变分原理
, 其中的自变量函数就是广义函数

.

至于广义微分方程 的 概 念 在

〔2 〕〔6〕中有所论述
,

本文则是用 [7 」中提 出的方法从间断的的场变量函数出发
,
逐段 (片)

予 以定义
.

本文从广义导数的概念出发
,

具体给出作用于广义函数的广义重调和微分算子的

数学模式
,

而不 引入 更多的抽象函数空间
,
以期便于工程应 用

.

文 中还给 出了二次泛函形式

并用之于薄板 的弯曲
.

一
、

广义重调和算子

设二维闭域口 一口 U口。
,

而 口。一 r
。
U C ‘,

其中厂
。

为口域的夕瞩边界
, C ‘

为口内部因场

变量函数某种程度的不连续性而形成的围线
.

又设研 = 附 (x
,

川 是定义在口内的广义函数
,

它不存在通常意义下的微分
,

但具有广义微分
,

即有

<D
二 二 , :

不
,

功) = <才
,

功
二 : : :

>
,

V 功(x
, y )〔C百(口)

其中功
。 :

二 = 少娇(
x , , )/ 口x4

,

而D
: : : :

应是对变量
x
的四阶广义偏导数

.

由于W (x
,

(1
.

1 )

, )除T 在C ‘

,
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戈) 是 沿C‘曲
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)一
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,

是分片连续可微的函数
, 因此

,

通过分部积分并求其和后
,

可以有
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。
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, (1
.

2 )又可 以表示为
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其中点 (x
. ,

g’) 表示间断线C ‘上的点
.

于是可得

D
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其中 [. 」。 ‘
表示沿C‘

的间断值 (见 (1
.

3 )式)

同理可求得D , , , ,
W

,

D
。 , 。 ,
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附的相应表达式
.

从而可得广义重调和算子为

△;班二 八
2

研 + { [W
, . 。

〕。 . 1+ [万
: , ,

〕。
。。 + [班

, , ,

〕o ‘ I

+ 〔砰
, , ,

〕c ‘。圣占(x 一 x ‘

)占(夕一 g ‘) + {〔附
一 二

〕。‘ l

+ 〔二
, .

〕一 }夕越茎二丫
‘”型

。

‘
一

+ 、〔附
, , 〕一二

+ 〔万
· , : 一 ‘}旦咨‘兰一

胃
(“二“‘’+ 〔万

·

〕·刁
一

塑性斋业迎
+ [二

,

〕。
‘二
塑(x 二孕少分园

+ [、〕
。。。

“y
-

口3占(x 一 x ‘)占(, 一夕‘)
口x 口夕口x

+ 〔牙〕一‘里匹多粼黔
二丛, + 〔附〕一‘旦巡兴户卫

+ 〔附〕
一燮她溜郭

丛二赵‘, + 、〔附
, 〕一 , + 〔牙

:

〕一 }

口
2
占(x 一 x ‘)占(夕一 夕

‘
)

o x 口夕
(1

.

6 )



广义重调和算子及其在薄板弯曲中的应用

其中
: l= c o s (

n , x )
,
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广义重调和算子的二次泛函表达式
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此即广义重调和算子的二次泛函表达式
.

三
、

在薄板弯曲中的应用

由(2
.

1 2 )所表示的二次泛函尚不宜用于弹性薄板的弯曲
,
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‘

十 一 气

一 不
丁。

_

口= 一 月
”

O 刀 O 占 、O 介U 万l
(3

.

1 0 )

<么;万
,

研> ~ <“
“

W
,

沙 ) +

<
〔M

·

〕
, 口班

口n

一 <「H
·

〕
,

研>一 + <〔邵〕
,

H
·

>·
‘一

<l

>
C ,

瓮
‘

〕
,

M
·

)
C .

(3
.

1 1)

应该提及
,

(3
.

1 1) 虽然是在
, ~ 0 ,

D 一 1 的条件下推出的
,

但是
,

对于刀> l , , 斗 o时 ,

也同样适用
, 只不过此时应该用 (3

.

5 )来取代 (2
.

2 )
,

用 (3
.

5) 和 (3
.

9 )来取代 (3
.

10) 就是了
.

如是
,
我们就把广义重调和算子应用于弹性薄板的弯曲问题

.

值得注意的是
,

(3
.

11 )表明沿C
‘

线不仅挠度和转角允许间断
, 而且弯粗和剪力也允许间

断
,

所以说给出的是混合变分原理
, 具有一般性

.

如果沿C‘
线无线布载荷和线布力矩

,

那末沿C ‘
线 内力应该连续

,
从而有

[H
”

〕~ [M
”

] ~ o (3
.

12 )

将 (3
.

1 2 )代入 (3
.

1 1)
,
可得

< “乏班
,

班>一<A
Z

研
,

砰 > + < 〔W 〕
,

11
·

>一 <l豁〕
,

牙
·

>
。 .

(3
.

13)

当牙
,
口班 /内 在多条线上发生 间断时

,

(3
.

1 3 )仍然成立
,

这时只要把所有间断线上的<.
,

·

>“
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总和起来便可以了
.

在 (3
.

12 )成立的前提下得到的(3
.

1 3) 与专著 〔3j 中用一种变换的方法得出的结果是完全

一致 的
.

当用有限元法解薄板的弯曲时
,
选用的分片多项式函数沿 C .

上 连续还是易于实现

的
,
此时有 [才 ] 。‘= 0

.

但是
,
要使口附闷

n
在C‘

也连续则不易办到
,

因此 , 平 / 口n〕a . 今 o ,
从

而有
<A二才

,

不> = (A
Z

才
.

附 ) 一 ( [口不 / 口n ]
,

M
,

)o ‘ (3
.

14 )

上述结果也与 【5〕
、

〔8] 中用 L a g ra n g e 乘 子法对变分原理进行修正后得到的结果相一

致
.

但是
,
这种修正却是以广义函数作为自变量函数时的某种特殊形式 而 已

.

而 且
,

引 用

L a g ra n g e乘子对变分原理进行修正时
, 必须把自变量函数 的某种程度的不连续性人为地作

为约束条件来处理
, 而从广义函数来看

,
这种不连续性则是必然的结果

.

再有
,

基于广义函

数导出的变分原理与样条逼近有机结合
,
样条函数有什么样的不连续性

,

变分原理中就出现

相应的间断项
, 两者处于统一的框架之中

.
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