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摘 要

本文在【�〕
,

【�〕工作的基础上
,

利用变数算符的思想以及 � �� �� �此 �� 算符域中移动算符和

变系数移动算符级数的有关结果
,

解决了一般的三阶线性变系数差分方程的求解问题
,

并 且 给出

了一些特殊的三阶线性变系数差分方程的更好的解式
�

此外
,

还试图为实现更高阶线性变 系 数差

分方程的求解提供思想方法
�

关键词 � ��
� � �� � � �算符 移动算符 差分方程

一
、

引 言

众所周知
,

在 � �� � � �姚�� 算符域中
,

利用移动算符 以及常系数的移动算符级数的有

关结果
,

可以求解某些线性常系数差分万程
�

在文 〔�〕中利用解析 函数与某类移动算符 级数

一一对应的思想方法和解析 函数的性质
,

成功地解决了一般的常系数差分方程的求解问题
,

且解法简洁易行 , 而在文 〔�〕中利用变数算符
〔�二的思想以及移动算符和变系数移动 算 符级数

的有关结果
,

解决了二阶线性变系数差分方程的求解问题
�

本文正是在以上工作的基础上
,

探索了一般的三阶线性变系数差分方程的求解问题
,

我们相信这势将对微分方程
、

力学特别

是计算力学
、

运筹学等学科产生一些影响
�

二
、

基 本 理 论

体

设 留为定义在全直线一 ��  �� ��� 上且在某点左方恒为零的复值连续函 数 �� �� �� �全

在留 中引入通常的加法和数乘运算以及卷积

,
·

。一

侄沙一�� 
· ,�� �

‘
, 。〔‘

作为乘法运算

域
,

即 � �

乡于
�

, 目刁 人 吞 � 丫 “
占
� �

上 目� 产‘� 八
闷 口 � 习 � 。 � 子

�

“二 �

� � � �� � � � 算符域�
�
对每个� 〔�

,

都有
“

分式
”

由 � ��� � � � � � � 定理 “ ’知留为一无零 因子的可交换环
,

从 而 可 扩充为商

�
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� 一
会 �

� ,
�〔‘

,

�” “�
,

特别地
,

在自然嵌入意义下
,

函数类 孑 以及直线 一 �� � �� � �� 上定义的且在某点左 方几乎

处处为零的局部可积函数� � ��� ��  全体男均含于�
�

其外
,

�中还含有积分算符�� 厦酬�� �
,

微分算符� 一

宁
,

移动算符�
孟一�� �

么
�� �� �‘� 。�等等

,

其 中

��� ��

��� � �

’

“
几“, 一 ��

��� 几�

��》元�

���且
产�‘‘

一一�

且对每个几� �
,

了� ��� �� �〔兮
,

都有

� � � � 几������二�� ��一 几��
,

� � � �
一几������� �� ��� 几��

�

现对每个复数� ,

数算符
〔” 〔司被定义为

、冲,一‘砚几一

一一�

这里 �� �为当�� �时取零
,

当�� �时取数 � 的函数
�

由于数算符〔�� 和数 � 在 � �� � �� 如�� 算符演算中所起的作用一样
,

因此我们将不加区

别地对待它们
,

且记【�� 二�
�

对每个函数。二 �。 �� 垮铲
,
刁�哟 � �以及每个�》�

,

我们定义变数算符
〔� ,
为

“ ���二二

其 中 过 �。�二 � � � �“ �

都将对应一簇数算符
,

。����
�

。���� �
, �� 。��。〔矛 �

,

、 , � � � �。 ����
即一

�
个变数算符止芍一

,

这样
,

每个函数。二��, ����〔了
,
刀 �。�� �

且容易证明这种对应还是一对一的
,

�只

豁注意到
�

。���” ����

, , 、 ‘ ,
八

、

� � �
, , , 、 , , 、 、 ,

。 。�
、

口 、不��田 �‘� 犷� 田气‘�气�, 气不� 少

一
飞� 气� �。气不� 少气

目

沁加 圆 �一 �, �不�十 ” 气不�村戈。 气不�十 � 气� �少�

�。���
。
����

为了不致 引起混淆
,

即可 �
�

我们特记

, �一

�
。 �‘�� �。����

一�
�

一
�

。 一‘。“, ‘〔‘
,
“‘。 , � �

�
�

并且对每个� 二�� ����〔兮
� , � � �� ����〔了

,

定义

� ����� ����� �� ���� ����
�

另一方面
,

由于在�中引入了变数算符的概念后
,

使得 � 中原来的乘法可交换性在某些

情形下已不成立
,

这一点在以下的算符演算过程中应特别小心
�

例如与本文有关的�� �� 护和

� 岛� ���一般不相等 �� � �� ����〔锣
‘�

,

这是因为
�
对每个� 二�� ����〔了

,

有

�� ����
几
�� � � ����

二�� ����
,

��
乌� ����� � �几� ����� ����二� 几{ a (

t
)
x
(
t
) }

二{a (t一几)x (t一几) } = a (t一凡)h
人
{
x
(
t
) }

,

因此
,

对每个a ~ 王a( t) }〔矛
:,

我们定义

(a (t)h
鑫
)

2
= (

a
(
t
) h

人
) (

a
( t ) h

几
) =

a
(
t
)
a
( t 一几)h

艺几

这是 因为对每个x = 谧x( t) }〔了
,

有

(a (t)h
几
) (

a
(
t
) h

几
)
x = (

a
(
t
) h

几
) (

a
(
t
) {

x
(
t 一几) })

= a (t){
a
(t一几)

x
(t一 2几) }=

a
(t)
a
(t 一几)h

艺人x ,
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一般地
,

我们定义

(a (t)h
几
)

’
=

a
(
t
)
a

(
t 一几)⋯a [t一 (

n 一 l)几〕h
”人

为了运算方便
,

记

a (t)a (t一几)⋯a [t一 (
n 一 l )几] ~

a
(t) }(

。又)!

又由于对每个复数刀有公式
r’二:

(
n
= 2

,
3

,

⋯ )
,

1

_
下, 口 ”乙”鑫

一
‘ 二~ : ~一 曰二二 , J J , .

1 一 万力
h

~

.
一 .

而 = O

,
O L 几、 1 + 今

(
1 一刀h

一

鑫(
”

才
“

)
“

”
“
’“

, 二
: _ 。 。 。

向 + k、 (
n
+ 1) (

”
+ 2

) ⋯ (
n + k ) I n 丫

,

~

污
~

‘ , ‘ , “ ”~ ’

、 k ) ~—一一飞i一一一

一
,

、o ) ~
‘ ·

鉴于此
,

我们推广并容易验证对每个刀= {刀(t)跨留 :
,

以及对每个t> o成立公式

面标
万 一

鑫
”‘, ,

l

(一)! “’ ‘

‘这里一毛
;
二表示为算符 , 一刀(t )h

‘
的左逆

,

、 1

一 尸 、. 1 , .

( 一刀(t)h
l
)
’+ 七

一于(
n+ k、

.

一言 、 k ,
刀(t)

下 同
)

h” 几
(

, 几)l

快= l
,

2
,

3
,

⋯)
,

另外
,

我们下面考虑的算符
a。

(
t
)
h
s 几
+

a ;
(
t
) h

Z乌
+

a :
(
t
) h

几
+ l

的逆

1,
2

)

。

a
。

(
t
)
h
s 岛
+

a ;
(
t
) h

Z几
+ a :

(
一)h

久
+ l
均表示为左逆

,

这里a
‘
= {

a ‘
( t ) }〔了

:
(i二 0

.

三
、

三阶线性变系数差分方程的解

定义 对每个自然数 , ,

我们称差分方程

a 。
(
t
)
x
(
t
) +

a ;

(
t
)
x
(
t
+ 几)+ ⋯+ a

。_ ;

(
t
)
x

[
t +

(

n

一)几] +
x
(t+

n几) ~ j (t)

为称阶线性变系数差分方程 , 其中a
‘
= {

a ‘
(
t
) }〔了

:,

(
‘== o

,
l

,
2

,

⋯
, n 一 l )

,
a
。

(
t
)
今 。

,

j
二

{f (t)}〔矛
.

设三阶线性变系数差分方程为
a 。

(
t
)
尤
(
t
) +

a :
(
t
)
x
(
t + 几) + a

:
(t)
x
(t+ 2凡)+

x
(t+ 3几) = f (t) (3

.
1)

将 (3
.
1) 转化为算符方程

a 。
(
t
)
x
+

a ;

(
t
)
h
一几x

+
a :

(
一) h

一 2 么x
+ h

一 3几x == f

则有

x = 硕万石币两西五双沂兀补
二“

a 。
(
t
)
h
3几
+ a l

(
t
) h

Z二
+

a :
( * ) h

几
+ l

·

h

3 几
f ( 3

.
2
)

( I ) 若有a
。

(
t
)
h
3二
+ a l

(
t
) h

Z孟
+

a :

(
t
)
h
几
+ 一= ( 一+ P (t) h

几
)

3

即 a 。
(
t
)
h
3几
+

a :
(
t
) h

Z 离
+

a :
(
t
) h

蕊
+ l = P (

t
) P (

t 一几)P (t一 2几)h
3几
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+ 3 p (t)P (t一几)h
Z几

+ 3 P (
t
) h

么
+ 1

亦即函数a
。

(
t
)

,
a :

(
t

)

,
a :

(
t

) 满足

, (‘) 一合
a:(‘)

( , ) 一合
al(, )

a !
(‘一 2“)

(‘) 一音
aZ(‘) a Z(‘一‘,

这 说明方程(3
.
1) 中含有一个任意变系数a

:
(t) 的情形

,

从而 (3
.
2 )为

x 一石石而丽平
“3几‘一

鑫(
一

合)
’

(

”

弋
2
)一

“,
(。, ) 一 h

‘” ‘ 3 , ‘
·

了
,

·
(
‘
卜鑫(

一

音)
”

(

”

飞
2
)一

“,

!

、
。几)! ‘〔‘一 ‘

·
+ 3’‘“

(3
.
3 )

注 1 容易证明级数(3
.
3) 具有如下性质

:

(P l ) 级数(3
.
3) 在每个有限区间上一致收敛

,

( P
l ) 对每个实数t

.
级数(3

.
3) 为有限和

.

( I ) 考虑方程
a 。

(
t
)
x
(
t
) +

a
。

(
t
)
二
(t + 几) +

x
(t+ 2久)+ x (t+ 3几)二 f (t)

a 。
= {

a
。

(
t
) }〔了

: , a 。

(
t
)
今 一 l ,

将 (3
.
4)转化为算符方程

a 。
(
t
)
x
+

a
。

(
t
)
h
一 几x

+ h
一 2 “x + h

一 ’几x = j

.

(
3
.
4
)

其中

则有 ‘一

丽
几
3
耳、、(

}裤而
·

h

3 几
·

,

( a
。
(
t
) h

Z 几
+ l

) ( h
几

+
1
)

h
3几

·

f

l 「
, _ , ‘ 、 _ , ‘ 、。 : 、

~
1 1 二一了不 l 、“ o 气‘ )

ee
“o 气. 1 , ‘ )

i 十“o 气不) L
-

l
+

a
。

(
t
)
h
Z几

+

口
、鑫

」
“3;

·

f

a
。

(
t
)

1
+

a
。

(
t
)

(
1 一 h 几) 乙 (一 l)

”
·

a
。

(
t
)

杆
不二气

不

云(
一 , )

·
。〔一

。;
.

,
1.】~ “o 、. ) ” 二 o

(
3

.

5
)

即有
x (t)

a 。
(
t
)

l +
a
。

(
t
)
军(

一 ‘)
”

·

“。
(
‘)

}
(
。
, ) !

f [ ‘一 (Z
n + 3 )“〕
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七一奥蚁
f

l十a o气不) 乙
(一 l )

“ + ‘
·

a
。

(
t 一几) (

。
*
)
!
f [

t 一 2 (
n + 2 )几〕

峨众
万

鑫
‘一 ‘,

”

‘〔‘一 ‘
·
+ 3 , ‘“ (3

.
6 )

注 2 级数(3
.
6 )具有性质(P l )

,

( P
l )

.

( l ) 考虑方程
aZ(t)x (t)+

x
(t+ 几) + a

:
(t)
x
(t+ 2几) +

x
(t+ 3久) ~ f (t)

将 (3
.
T) 转化为算符方程

aZ(t)X+ h
一 几x + a :

(
t
) h

一 , 二x
+ h

一3 几x 二f
,

(
3

.

7
)

X
= 瓦石户丽

二

耳瓦润而正办不

= 代尸下; 石下了万二石丁下产二一兀人花了几 , 了
·

hs

弄 ·

f

“2气‘ ) 邝
一

宁 “一 宁 “2 、‘) “ 个
l

(
a Z
(t)h

几
+ l

) ( h
Z 几

+ l
)

·

h

3 盔
·

f
(

5

.

8

)

l

(

a
:

(

t

)
h

几
+ l

) ( h
Z几
+ 1

)

函数A
。

(约满足如下递推公式

A 。

(
才) = l

二
E
A

。

(
t
)
*
· :

.

( 不必求差分方程)

有里中则这其

A :(t) + a
Z
(t)A

。
(
t 一几) = O

A :(t) +
a :
(t)A

;
(t一 几) + A

。

(
t 一 2 几) == o

( A
, + 3

(
才) +

a :
(t ) A

.+ :
(t 一几) + A

, + 1

(
t 一 2几) +

a :
(t)A

。

(
t 一 3凡) == o

” 二o
, 一,

z
,

⋯ )
.

亦 即 A 。

(
止) = l

,
A

l

(
‘) == (一 l )

a :
(t )

A :(t) == (一 1 )
么a :

(
t
)
a :

(
t 一几)一 1

且当
,

>
l 为奇数时有

:

A 。

(
t
)

=
(
一 1 )二

a Z
(t) }(

。几) ! + (
一 1 )

” 一 ‘a :
(
t 一 2凡)

a Z
(t一 s几)⋯a

:
[t一 (卜

1)几]
+ (一 1 )

“一 2 a
2

(
t 一 4几)⋯a

:[t一 (
n
一 )几〕+ ⋯ + (一 l )

‘a :
[ t 一 (

n
一 )之]

,

当,
> 1为偶数时有

:

A .(t)= (一 l )
”

·

a
:

(

t

)
i

(

”几) ! + (
一 l )

” 一 ‘a ,

(
t 一 2几)a

,

(
t 一 3几)⋯a

,

[
t 一 ( n 一 l )几]

故有

+ (一 1 )
” 一 Z

a :

(
t 一 4凡)⋯a

:[t一 (
n 一 l )几] + ⋯

+ (一 i ) 飞
‘’。:

[ t 一 (
。一 2 ), j 。

2
[ t 一 (

。一 i )*〕+ (一 l )于

(鬓
A·“, “

· ‘

)

“
3弄
‘一

鑫
A·‘, , ”

。 + 3 、几
·

f

,
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即为 x (t) = E A
。

(
t
) f [

t 一 (
。
+ 3

) 几]
.

(3
.
9 )

注 3 级数(3
.9)亦具有性质(P l )

,

(
P

l )

.

( 开)若三阶线性变系数差分方程(3
.
1) 的算符解 (3

.
2)具有形式

.

x = 硕幻砂耳可面平耳而两丽月
h3几f

( l + 刀(t)h
几

)

“
+

r
(
t
)
h
Z 几

h
3几
f ( 3

.
1 0

)

且口

贝吐有

a 。
(
才) h

3孟
+ a l

( 才) h
Z久
+ a :

(
t ) h

几
+ l

~ (
l + 刀(t)h

几
)

“
+

r
(
t
)
h
Z “ ,

, ( , ) 一合
a:(‘) , :

(
‘) 一a

l
(‘, 一合
aZ(‘, a Z

( , 一‘,
,

a
。

(
‘) 一六
a:(‘) a Z ( , 一“)a :(‘一 2 ; ) ,

这说明方程(3
.
1) 中含有二个任 意变系数a

;
(t)

,
a :

( t) 的情形
,

从而有

x一
(
云

。
。

、, ) 、一

)

、
3
二 , 一云

。
·

(
, ) “
(

一
,

( 3
.
11)

其中函数B
。

( f) 由如下递推公式给 出 (不必求差分方程)

B 。
(
t
)
= 1

,

B
l

(
t

)
= 一 3刀(t)

。:(, ) 一 〔(一 3 )
2
+ ( 一 3 )

1〕, (‘)
!

(2 , ) !

一“,

B一 (‘,一
3·

”(‘,
{

。, ) ! B 一(‘一“, 一 〔3
·

”“,
!

、2*。,
+

·
“, 〕B 一“一 2“,

一”(‘,
!

( 3; ) !B ·

(
‘一 3 * ) (一

。,
l

,
2

,
⋯

故有 x (t)= E B 。

(
t
) f [

t 一 (
。
+ 3

) 之」 (3一2 )

注 4 级数(3
.
12 )亦具有性质(P l )

,

( P
l )

.

( V ) 对于一般的三阶线性变系数差分方程 (3
.1)

,

其算符解 (3
.
2)为

戈 = 瓦万少耳五丽丽不不初而干厂hsl
·
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其中函数C
.
(t) 由如下递推公式给出

:

C 。

(
t
)
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,

C
l

(
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)
= 一 a
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C
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C
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⋯



三阶线性变系数差分方程的M ik us i能ki 算符解法( I )

故有 x
(t)= E C

。

(
t
) f [

t 一 (
。
+ 3

) 几]
.

(3
,

1 4

)

注6
:
级数(3

.
14)具有性质(P l )

.
(P l )

.

四
、

结 语

我们已经着到三阶线性变系数差分方程(3
.
1) 的解巳较复杂了

,

但对在某一点求 解 差分

方程还是行之有效的
,

因为上述解的级数形式实为有限和 , 其外
.
就一般三阶线性变系数差

分方程 (3
.
1) 的求解问题已较困难和复杂来说

,

其本质所在为 Q 中引入变数算符后
,

移 动算

符与变数算符的乘积不可交换 , 因此我们可以想象到求解四阶以上乃至一般的
。
阶线性变系

数差分方程的问题
,

将是非常困难的
.
另一方面

,

类似于 [6 〕的思想方法
,

我们亦可将差分

方程(3
.
1) 转化为相应的算符方程组进行求解且结果相同

,

即(3
.
1) 转化为方程组

}

其中

亦即
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求这个算符方程的系数矩阵的左逆矩阵
,
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(
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周 之 虎

鉴于这种思想 (值得指出的是
:
类似于 [6 〕的公式推广是困难的

,

因此
,

一般高阶差分

方程的求解要比 阳」的高阶微分方程求解更为困难)
.
我们能否进一步完善这种思想方法藉

以实现把高阶的差分方程求解问题 转化为低阶的差分方程求解 问题
, 此外

.
我们能否把三阶

线性变系数差分方程的级数解式进一步简化
.
使得更适合于应用

,

这一切 都 有 待 于不断探

索
.
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