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摘 要

本文从变分原理和分析约束的力学性质两个方面入手
, 一

首次用
、

窟绎法推 导出C行
。 t二v 条件

,

并且进行了验证
,

指出认为对非完整系统分析动力学 d 一占交换性不成立的观点实际上是一 种误 解
.

在此基础上
,

首次提出非完整系统分析动力学中均两个经典关系
.

最后
,

进一步讨 论 了积分变分

原理应用于非充整系统的问题
.

哭翻词 分析动力学 努分原理 非完招系统 演绎沙 C h e
掀

。v
条件

引

专著口〕指出
,

由子历史较短和问题复杂 、 至今
,

在非完整系统分析劝力学中
,

仍存在

一些有待进一步澄清和发展的间题
.

例如 :

关 : C h e La o v 条件的问题
、

关于 d
一
d 交 换 性问

题
、

关于H a m il七o n 一

类积分变分原理能否应用于和如何应用于非完整系统的问题
、 ·

⋯⋯

对 护这样一袋贡大问硕
,

我们 曾在文
厂 , 2〕中做了初步探 讨

,

在 之「;
‘

门又撇寸进一步的探讨
,

本文将更深入地讨论这些问题
.

二
、

关于 C h et ae
v条件

本世纪
‘

O年代
,

C h e t“e 、
一

发现
,

对
·

带有非线性约束的力学系统
,

某些 学 者 的研究 导

致 G a u 朋原理和 D
‘

A le m !〕e1
·

七原理不一致
。

为了解决这一b’. 盾
,
Cl 冷 t a e v 引入一个假设

,

后人称之 为C h e t a e v条件
fZ 】〔3 ’. 、

⋯

在C h e 七a 。、条件问世至今的半个 世纪中
,

不少学者从了;同的角度对 Ch e t a e 、 条件进行

了解释
.

有的学者认为C I, 。七a e v
条件是将非线性约束线性化

, 2 ”, 有的学著认为 Cl 、。七a ‘v 条

件是对虚位移施加的额外的限制
L‘」;

有的学者 认为C里l e lae v 条件是将 G a u 。。 微变空间定义

为一阶非线性虚位移空 间
〔‘J, 还 有的学者认为

,

C h e七a e v 条件定义了非完 整系统的一个空

间瞬时固定的位形
‘S J,

·

⋯⋯ 上述事实反映了对C h e 七a e v 条件的不断深化的认 识
.

本文以变分原理为基础
,

以分析非完整约束的力学性质为手段
,

.

通过演绎的方法
,

推导
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出C h e t a e v 条件
,

为更加深入地研究C h e t a e v 条件
,

奠定了共础
。

考虑一个动力学系统
,

该系统由L a g , a n g e 函数州。
,

夕
,

冲 和理想非完整约 束的独立

方程

介 (q;,
、

空
,

冲二
一

。 卜 全 勺
‘

一

(2 1 )

来描述
,

一般说来乃对夕不是线性的
。

度
, ,是时 间

. : 一、 2
,

⋯

执 尽一 :

其边界条件为

这里。
,

和夕
,

三 了。
。

口 分狐为 L “g 阳 n g e 坐标和广义速

2公
·

_

二 ,

功 g < : 。

q : “口
。。

(才~ tO
J

对于如上的非完整系统
,

“ 一

l::
五(g

,

“

q : 二口
。 1

(才二 才
, ) (2

.

2 )

H a m il比 r l原理 的泛 函为

,

t)d t (2
.

3 )

其约束条件为 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )式
.

将刀变分
,

并令占17 一 。,

则得

““ 一

{戈鑫(器姗
一

黔
“
·

卜一 (2
.

4 )

其约束条件变换为

户(徽鲡 +
一

绘
乙“

·

)
一 。

(2
.

5 )

占g
:

~ o (t二才
。

或 t = tl )

引入 L a g r a n g e乘子声, , ,

将约束条件

到 (艺
.

勺 式
,

则有

(2
.

6 )

(2 一) 纳入泛函 (2 4) 中
,

经分部积分
,

并考虑

嘿
一

;
:

默
+

鑫
、

嚼
一

弓
才

翼:
一

)
一

办却
乃。

·
“/ 一

(2
.

7)
由弓弓J入L a g r a n g e乘子

,

d JL
一

刁才
一

雨
, 一

使得为
。

相互独立
,

故 由 (2
.

7 ) 式可得

翻
+

势
声

欲
一 。

P

(2
.

8 )
子‘

!a�口

歇
一

补(徽
-

可 见
,

方程 (2
.

8) 和其约束条件 (2
.

功
、

(2 邵一起
,

构成封闭的微分 方 程 组
.

文 献〔6」
、

仁刊称 (2
.

8) 式为测地轨道方程
.

在测地轨道方程中
,

表示约束力的诸项记为

勿
+

乡
声

绘
尸 一 人

(2
.

9 )
子
‘

d汀
一

:
J

一立
。,

‘孕
J

二下 \ U 甘
s

尸
“
一 么

将拜维矢量 R ( 约束力) 和
。维矢量占q (虚位移) 点乘

R
·

占q 一 E 尸
。

占。
:

‘

红
一

补(豁
-

杀却
+

熟翔
占。

·

(2
.

1 0 )
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由 (2
.

勺 式可知

户会
。

一乡 (艺
.

1 1 )
.

q
。口

口尸3

‘

才
沪人甘
口口

将 (2
.

飞飞
一

) 代入 (2
.

1 0 )
,

则有

尺
·

占q 二 乙
刀

= 1
)
乙“

·

+ 拜夕
一

寡;)
。。

,

〕
产

犷
. 。

O口
一

口

妙
,

盆概+

弓
才

(

一

愈卖喜
,

协知砂尸 一 孟 。 一
占

一

鑫寺伽宝勘
。

·

)
尸 一 1 0 一

‘

(2
.

1 2)

一般说来
,

(2
.

伦 )式不为零
,

即

R
·

6 q = 乙 R
:

。q
:

今 0 (2
.

1
一

3 )

(2
.

1 3 ) 式表明
,

约束力 R 在虚位移占q 上所做虚功不为零
,

这类约束称为非理想约束
.

为了

使这类非理想约束理想化
,

以便与 巳知条件中 (2
.

峥 式的 理想非完整约束柏吻合
,

必使

一

川鑫会
占。一 0

(2
.

1 4 ) 式不是别的
,

正是C h e ta e v 条件
.

以上
,

用变分原 理为基础
,

以分析约束的力学性质为手段
,

用演绎法推导出了C h 。七a e v

条件
.

下面来验证这一结论的正确 性
.

引入L a g r a n g e乘子标
,

将 C h et a e v条件 (2
.

14 ) 纳入泛函 (2
.

4) 中
,

经分部积分
,

并考虑到 (2
.

6) 式
,

则有
,

占刀 {::〔多(敌
d

d 才 毅
+

补徽卜扮
一“

尸 一
滋

(2
.

1 5 )

由月引入 L a g r a n g e 乘子
,

使得为
占

相互独立
,

故 由 (2
.

巧 ) 式可得

+

补瓮尸 一 ‘

(2
.

1 6 )
L
.

孔函口
汀俐‘.

d
一

d
一一

L一儿口己

可见
,

方程 (2
.

场) 与其约束条件 (2
.

劝
、

(2
.

2 )一起
,

构成封闭的微分方程 组
.

文献间
、

〔7] 称 (2
.

1
一

(j) 式为真实轨道方程
.

有趣的是
,

我们还可以用如下的方法来推导真实轨道方程
.

将 (2
.

14 ) 式微分
,

可得

佘
一

(s( 翼卜 )
一 。

(2
.

1 7)

引入 L a g r a n g e乘子仰
,

将 (2
.

1玲 纳入泛函 (段4) 中
,

经分部积分
,

并考虑到 (2
.

6) 式
,

可得
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乃
爪

‘

广赎(光
一

落
,

簇 ))
d 。

·

〕
d ‘一 。

(2
,

’8 )
盯一匆

由于引入L a g r a n g e乘子
,

使得匆
,

相互独立
,

故由 (2
.

1 8) 式
一

可得

异
一

万
,

歇一勿
声

绘、
尸 甲 孟

可见
,

只要使只, 二 一于,
,

则 (
‘

三
.

怕)
‘

式便与 (2
.

1 吟 ;
一

七相喃
,

因此
,

方程 (:3

〔6〕
、

「
’

门所指的真 苏轨道方程
,

在真实轨道方程 (2
.

1 9) 中
,

表示约束力的诸项记为

(2
.

1 9 )

乃 也是文献

R
, : 二

乙 户
,

〔2
.

2 0 )

将 n 维矢量R (约束力) 和。维矢量乃g (虚位移 ) 点乘

R
·

占q 一 瓦{
吕 ‘ 1

由C h e 七a e v 条件 (2
.

1吐)

, ‘
·
舀。一

鑫
户刀

户(寡;{
占g

·

) (华
.

2 1 )

可知
,

R
,

d q 二艺 R
s
d q

。

一 0

夕二 1

(2
.

2约 式表明
,

约束力 R 在虚位移d q 上所做虚功为零
,

了
,

C h e ta e v 条件确实使约束理想化了
.

(2
.

2幼

这类约束称为理想约束
.

这便验证

三
、

关于d
一 6交换性

长期以来
,

许多学者认为
,

在非完整系统分析动力学 中
,

微分运算 d 和变分运算 占次序

不能交换
.

他们的理由如下
:

对于如前所述的非完整系统
,

当J a c o bi 行列式

D (f
l ,

j
Z ,

一
二 ,

D (夕
。十 ,夕

。+ 2 ,
⋯

,

时
,

由 (2
.

勺 式可以解得

夕
。 + , = 甲, (q

, ,

夕
。 , t) (a =

贝口有

2 ,

⋯
, 。 ; : = , 一 g ) (3

.

1 )

对 (3
.

1 ) 式应用C h e 七a e v条件
,

,
’

占q. 十 , 二 E
叮 = 1

将 (3
.

2) 式微分
,

得

念
d 。

·

(3
.

2 )

耳
。 d。

一公
,

鑫黔
。

将 (3
.

功 式变分
,

得

咖低匆
, 、, 二 :

乙 占。
。

+ 乙
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然后相减
,

一般说来
,

d

J了。吼礴 时
、

厂 O

许多学者 由 (3
.

3) 式作 出结论
,

微分运算和变分运算次序不能交换
。

初看起来
,

在 (3 3) 式中
,

第一 项是先变分再微分
,

第二项是先微 分 再变分
,

二者相

减不为零
,

说明微分运算和变分运算次序不能交换
,

这似
一

乎很有道理
‘

但是
,

如果我们稍微

仔细一点考虑问题
,

就会发现
: 在前 瓜的论述中 (d / dt )询

。十
, 中的g , 十 , 是应用 C h e t a e v 条件

后的变量
,

不妨记为 、, : +
, ; 而的

: 十 , 中的 、
: 卜

, 是应用Cj 飞e t a e v 条件前 的变量
,

不妨记为q Z 。十 ,
.

下面
, 、

我们将要证明
,

吼 二 , 今 叽 一 ,
.

使得 (执。 式成立的原 因
,

正 是 功 气+ , 专 q 。 、十 , ,

而与

d 与占是否交换无关
。

因此
,

许多学者认为
,

在非完整系统中小 j交换性不成立
,

实际 上是一

种误解
.

对 于应用Ch以 a e v 条件后的情况
,

(2
.

4 )交换为

占厅 1一

{琪
其约束条件变换为

一

务
、

一

占9 1 吕 ‘
’ -

(欲
“、

1 5
+

歇
口“1·

卜
一 。

备
,

(刀蒜{
一

占、l ·

)

(3
.

4 )

(3
.

5 )

鲡一 0 (t 二 t0 或才一九)

”
一

(污
.

6)

引入L a g r a n g e乘 子沁
,

将 (3
.

5) 纳入泛函 (3
.

4 ) 中
,

经分部 积 分
,

并考 虑 到 (3
.

6 )

式
,

‘

可得

胡
1 一

{::嘻(歇
,

一

喜
才

歇
d 甲,

买产
‘

茹几)
“q l·

尸 一产

千

粼
日L d

口q 一
。 +
尹 d 公

使得占g
, , ,

己Q ,

d L

口4 , 。 + 尹

+ “,

)
“。1 。 ·

小
‘一 “

(3
.

7)

由于引入 L a g r a n g e乘子
,

。 * , 相互独立
,

故由 (3
.

了)术可得

口L

而瓜一
d 口L

d 矛 刁寸, ,

一

补默
一“

(3
.

8 )

口L

口q l 。 + 夕

d

d t

、

丝
一

十巧
二 。

口梦1 。 + 尹
(3

,

9 )

、

l
甩、

由 (3
.

9 ) 解得

d毛

口夕a
。+ 声

口五

口q l 。+ 尸二‘夕

dd
�一尹

-

“
.

然后代入了几 8 )
,

可得

口L

厅q l 。 {{
口五

口夕1 ,

口L

口份1 。、 产

J 丝一、娜
‘ 一 。

〔
了t 口夕, : , 尹/ d夕

、。 (3. 工兮
;

可见
,

方程 ( 3
.

1。) 即为M a g gi 型方程
,

它是与方程 ( 2 : 1 6 ) 或 ( 2
.

1 9 ) 同 类 性 质 的 方

程
,

「

即为真实轨道方程
.

万程 ( 忍
.

1
一

0) 与其约束条件一起
,

构成封闭的微分方程组
.

通过它

可以解得系统的真实轨道
.
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对于应用C h e 七a e v 条件前的情况
,

(2
.

4 )变换为

6几一

{:毖(惹
占

研黔
“

2 ·

妙一 (3
.

11 )

其约束条件变换为

己夕
: 。十夕~

6 q
2 。 = 0

、

户黔
、 +

端沁
引入L a g r a n g e乘子子

, 声,

式
,

则有

(才= 于。或才二才1 )

将 (3
.

’勺 纳入泛函 (

(3
.

12 )

(3
.

1 3 )

并考虑到 (3
.

1 3 )

g一.二

下‘夕
r

了‘

dd
一

小 } 口石

忿 L。。
2 。

飞
.

I D 中
,

经过分部积分
,

呵瓷
一

弓
,

黝
‘

I
J

一一
了王了

.

工卜O

"

乙月
+

dd
一

一 乙 户, d o
Z。
+ 乙
夕二 1
(
。口L

q Z 。+ 声

d L

口空
: 。 + 声

日甲夕

6 q
: 。 + 声

甲一行生口
一口

+ “,

)
。。

2 。·,

}
d ‘一 O

(3
.

1 4 )

由于引入L a g r a n g e乘子
,

使得占a
: , ,

6 a
: 。, , 相互独立

,

故 由 (3
.

1 4 ) 式可得

公
、

一

念)
一

乡
尹

念
一 。

尸 一 占

(3
.

飞5)一内
御

.

肠
"

乞P-1月娜
+了此 d 既

.

二
! 口如

口

一丽 匆, 十
六

拼,

口L

口q Z 。 + 声

减 日乙

d t 刁空
: 。十夕

0切声

q Z 。+ 声

+ 外一o (3
.

1 6 )

可见
,

方程 (3
.

15 )
、

(3
.

16 ) 与其约束条件一起
,

构成封闭的微分方程组
.

它 是 与 方程

丈2
.

8) 同类性质的方程
,

即为测地轨道方程
.

通过它可以解得系统的测地轨道
.

通过如上的分析可知
,

应用 (3
·

5) 可以建立非完整系统的真实轨道方程
,

最 终解得系

统的真实轨道 , 应用 (3
.

1 2) 可以建立非完整系统的测地轨道方程
,

最终解得系统的测地轨

道
.

这便说明
, q , 。+ , 在真实轨道上取值

,

而 q Z 。十 , 在测地轨道上取值
,

一般说来 q , 。 + , 今 q : . , ,
.

长期以来
,

许多学者均忽视了 q l 。十 , 等 q Z 。十 , 这一基本事实
,

而把它们写 成相 同的符号

9 . + , ,

从而由

d
J了。q

· + “一 。q
· + , 斗 U (3

.

3 )

导致微分运算和变分运算次序不能交换的误解
.

一旦我们注意到 q , : , , 斧 9 2 : 十 , 这一基本事实
,

我们就不仅可以写出

d
J r

一

。q l 。 + 声一 o q
。 。十声午 U (3

.

1 7 )

而且还可以写出

(l
。、

J
d t 。(1l

·十夕
一d t 。叽

。十尹牛 U

J空1
。 + , 一占夕

: 。十 , 斗 o

(3
.

1 8 )

(3
.

] 9 )
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d
d q x 。 + 尸一 一二兀

一
d q : 。 + 声年 U

(活 石
(3

.

2 0 )

(3
.

1 7 )
、

(3
.

1 5 )
、

(3
.

1 9 )
、

(3
.

2 0 )的结果
,

都是由。
、 。 + , 牛 。2 : 十 , 导致的

,

而与微分运算和变

分运算是否交换次序无关
.

因此
,

我们可 以作 出结论
: 微分运算和变分运算次序可 以交换是

变分学 中的基本原理
,

这一基本原理对非完整系统也是适用的
.

我们注意到
,

认为在非完整系统中d
一

。交换性不成立的学者 们
,

仅认为对由 于非完整约

束的存在而变得不独立 的空
。十 , 而言

,

d
一
6交换性不成立

; 而对独立的夕
。

而言
,

d
一
d交换性仍成

立
.

但是
,

我们还注意到
,

不仅q , 。十 , 专 q Z ; 十 , 是一个基本事实
,

而且 q l。 钾叽
,

也是一个基本

事实
.

因此
,

我们不仅可以写出 (3
落了)

、

(3
.

1 8 )
、

(3
.

1 9 )
、

(另 2 0) 式
,

而且还可以写出

蕊
才 。。, 。 一。夕

: 。
、。

;
, 。。1

。 一

着
: “。

2 ·
、。

占空z ,
一 d空

2 ,
今 0

(3
.

2 1 )

(3
.

2 2 )

(3
.

2 3 )

d夕z ,
d

丽
一。q “ ,

午 ”

按照认为d
一
占交换性不成立的学者们 的做法

,

将 q , 。 和 q : 。

写成相同的符号。
, ,

换为

(3
.

2 4 )

则 (3
.

2 协 变

头
一
d 。一 占“

·
钾 O

(3
.

2 5 )

进而作出结论
,

对独立的空
。

而言
,
d

一
d交换性也不成立

.

这是多么荒唐的结论 啊 !

由以上分析可见
,

认为在非完整系统中
,

d
一
占交换性不成立

,

实际上是一种误解
.

四
、

非完整系统分析动力学中的两个经典关系

在完整系统分析动力学中
,

存在两个经典关系
,

它们是

口矛/ 口空
: = 口r / d q

;

(4
.

1 )
J d r d 口r

.

一

h 二-
-

一 亨厂 ~
一

~ 二石
~ - 一
不

一

了4 2 )
口g

,

d t 一 {d 才 刁g
: L”

.
“ z

由于这两个经典关系是由分析力学的创 始人L a g r a n g “给 出的
,

所以有的学者 称之 为 L a g
-

ra n g e 的两个经典关系
.

在非完整系统分析动力学中
,

关于C h e ta e v 条件的问题和关 Fd
一
占交换性问题

,

像一对

挛生姐妹
,

诱惑着许多学者为之倾倒
,

经过半个多世纪的精心研究
,

人们终于发现
,

在非完

整系统分析动力学中
,

也存在两个经典关系
,

它们乃是寓于这一对挛生姐妹之中
.

比较 (2
.

8 ) 式和 (2
.

1 9 ) 式
,

如果满足条件

口f,

口夕
。 (4

.

3 )�书‘

d一d
一一

声
-S

泊
子J一q

�司以!口

则测地轨道方程与真实轨道方程重合
.

比较 ( 3
.

8) 式与 (3
.

15 ) 式可知
,

条件 ( 4
.

3) 的另

一种表达方式为

哑
=

_

碑
_ ~

旦望二
口q 。 以 t 口空

, (4
‘

4 )
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这便是非完整系统分析动力学中的一个经典关系
.

它与完整系统中的关系 (4
‘

飞) 相呼应
.

非完整系统分析动力学中的另一个经典关系
,

即为d
一

乙交换关系

井
* “。只一““

·

(4
二

5 )

它与完整系统分析 动力学的关系 (截 2) 相呼应
.

非完整系统分析动力学中的两个经典关系
,

不仅是广大力学工作者和数学工作者半个世

纪的研究成果的结晶
,

而且将为非完整系统分析动力学的进一步发展奠定基础
,

它还使得完

整系统分析动力学与非完整系统分析动力学成为一个合谐的整体
.

五
、

积分变分原理应用于非完整系统

许多学者认为
,

对
一

j
一

二

非完整系统
,

I儿m il七o n 原理不是驻值变分原理
〔6 弓

,

叩」,

积分变分原

理不能应用与
二

非完整系统
.

我们在另文
}
一

户
,

充分而又必要地证明了
,

耳“m il声
。 n 原理是驻值

变分原理
,

积分变分原理
一

可以应用寸非完整系统
.

这里仅补充说明
,

引入非完整系统的两个

经典关系
,

给积分变分原理应用于非完整系统带来的好处
.

以下以L a g ra n g e 乘 子 法 为例

来说明问题
.

1
.

在泛函的变分式中引入La gr an ge 乘子

H a m il 七o n原理的泛 函为

“ 一

{::
’

.

“‘。
,

“
, ‘’“‘

(2
.

3 )

其约束条件为 (2
.

1)
、

(2
.

2) 式
.

将刀变分
,

并令乃刀二 o ,

则有

。“ 一

儿睿毅
d。

·

+
一

瑟
一

低沙
一 。

(2
.

4 )

其约束条件变换为

df , 小了口介
气

J

、口q
。

口q
s

。。
·

+
一

写;:
j空

,

)
一 。

(2
.

5)

占g
。

= o (才一 t。或t = t工
、

)

引入L a g r a n g e乘子内
,

将约束条件 (2
.

5)

关系 (4
.

3 )
,

并考虑到 (2
.

勺 式
,

则有

纳入泛函 (2
.

4 )
‘

中
,

经分 部积分
,

611
一

{:
’

嘻(欺一奈段 艺 户,

黝呵少
‘一 。

(5
.

1)

由于引入L a g r a n g e乘子
,

使得为
,

相互独立
,

故由 (s.
.

1)
‘

式可得

黔
一

佘 段
一

办尸 一 l

明见
,

方程 (5
.

功 与其约束条件
一

起
,

(5
.

2 )
盯一泌

构成封闭的微分方程组
.
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2
. ‘

在泛函的全量式中引入La g ra n g e乘子
,

La g r a n g e 乘子不参加变分
〔7 ’

H a m ilt o n 原 理的泛函为

“一

{:;
五‘。

,

“
, ‘,“‘ (2

.

3 )

其约束条件为 (2
.

功
,

(2
.

2 )
.

引入I
J
a g r a n g e乘子几与

,

将 (2
.

均 纳入泛函中

。 一

{:: !
“‘9

’

空
,

才) + 乙 拼, j , (。
, ,

, ‘,
〕
“‘

(石
.

3 )

将刀变分
,

并令占刀 一 O
,

经分部积分
,

应用经典关系 (4
.

3)
,

考虑到 (2
.

6 )
,

则有

乃

肛广!户(器
d a L

d 亡 己空
s

一

兽
”,

昙召:)
“。

·

〕
“才一。

5
.

4 )

由于弓I入 L a g r a n g e乘子
,

使得的
。

相互独立
,

故由 (5
.

4) 式可得

菩
,

念
一

黔掀 (6
.

5 )

可见
,

方程 (5
.

5 ) 与其约束条件一起
,

构成封闭的微分方程组
.

3
,

在泛函的全量式中引入La g ra n g e乘子
,

La g ra n g e乘子参加变分
『. ’

H a m ll to n 原理的泛函为

H 一

{::
L ‘。

,

“
,
‘, “‘

(2
.

3 )

其约束条件为(2
.

1 )
,

(2
.

2)
.

弓!入L a g r a n g e乘子拼,
,

将约束条件 (2
.

1) 纳入泛函中
,

则有

、
,
一

{之卜
‘“

,

夕
, t)+ 乙 拼, f , (g

,

空
, t) (5

.

6)
‘名

d
, ..J

将万
, 变分

,

并令 d刀 , 一 o ,

经分部积分
,

独立变量参加变分
,

并考虑到 (2
.

6) 式
,

应用经典关系 (4
,

3 )
,

注意到 L a g r a n g e 乘子作为

则有

解一仁【户(欲
d 口L

d f 口空
e
一 乙 户,

黔
‘“

+ 乙 f , (。
, 。

,

‘, “;刁
d ‘一。

(5 7 )

由于引入L a g r a n g e乘子使得如
,

相互独立
,

并考虑到伽 , 的独立性
,

故由 (5
.

7)
「

可得

{旦互
_ _

生 礼

}
口q

·

“‘ ”空
·
一乙 户,

(5
.

8 )

j, (q
,

夕
, 才)二 o

由上式
一

可见
,

应用文献〔8 〕所指L a g ra n g e乘子法
,

自然条件 (5
.

的
,

从而使变分原理广义化
.

一

(5. 时

将泛函的约束条件 (2
.

1) 转化为泛函的
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我们 曾在文 [1 3〕中牛 应用卜
“g r “n g e乘子法的这种程式

,

飞

推导出V a e e o 方程和 (5
.

9 )

式
.

那是因为没有使用经典关系 (4
.

3) 所致
.

4
.

应用变分原理进行近似计算

基于积分变分原理的近似计算方法有多种
,

这里仅以有限元法为例来说明问题
。

将连续的时间域 〔矛

a丢
z

‘

, , q ;
“ ) , q ;

” ,

。

!
二
才l了划分为N 个元素山

1 ,

△才
: ,

⋯
,

八才
。 ,

△才。
,

⋯
,

△矛N
,

并且 g 二
‘ ,

,

叭
N )

满足条件

(1 ) 在元素内公
“

连续
.

( 2 ) 在无际边界z a 。

上
, q ;

“

二 g ;
“ .

在进行了如上的处理之后
,

适于有限元计算的广义变分原理为

厅 , 一 乙 {
△t

.

[
‘<q

‘一 ,

夕
· ,

冲 + 乙 内f , 仔
“ 、 ,

夕
“

夕
= 1

(5
.

1 0 )
口r‘

d
,
l
esJ

子咨

其约束条件为原边界条件 (2
.

2) 和无际边界条件

a 二
“ 、

= g {
吞

:

(在 t a 。上)

按照文献 [9 〕
、

【10 〕
、

〔n 〕
,

该变分原理提供 了协调元模型
.

如果引入L a g r a n g e乘子拼
。 。 ,

将无际边界条件纳入泛函中
,

则有

11 . , 一

刘办
“‘。

“ 、澎
“ ,

才) + 名 拼乡
“

f , (q
( “ ,

声= 1

“
‘

一‘,」
d ‘

+ 艺 “a 。

(、毛
“

一 。盆
。 ) (5

.

1 1 )

其约束条件为 (2
.

2) 式
.

这就是修正的广义变分原理
,

它提供了杂交元模型
〔“’〔‘。〕〔“ ’.
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