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一 摘 要

本文讨论双周期胞腔中含任意形状裂纹的不 同材料的弹性平面焊接 (焊线为任意形状的封闭

光滑曲线) 的第二基本问题
.

运用 M y c x e 二。。 。 H 二。复变函数方法
,

对这类弹性平面问题建立起

了数学模型
,

将求解弹性平衡问题化归为寻求复应力函数满足一定边界条件的边值问题
,

然后构

造其解的形式
,

再将其转化为正则型的冷
二

异积分方程
,

数学上严格证明其解的存在与唯一

关键词 双周期 裂纹 焊接

一
、

引 言

双周期解析函数的R ie m a n n 边值问题
,

H il b e r t边值问题以及 P o ni n ca
r 亡问题已有研

究
。一 ‘2 ’,

具双周期核的奇异积分方程也有研究
几g , ’“’.

本文运用这些理论与结果于双周 期 平

面弹性理论中
.

在现代工程中
,

平面弹性材料具双周期裂纹的弹性问题是十分重要的和经常

遇到的
.

例如在岩石力学
、

混凝土力受和固体力学中等等常常遇到此类问题
,

但 由于问题较

难因此研究者为数不多
.

〔4
, 15〕证明了单一材料具双周期孔洞问题的解的存在 与唯 一 性

,

〔5〕研究 了单一材料具双周期直裂纹的问题
,

单一材料既带孔洞又带裂纹的双周期平面 弹 性

问题的解的存在与唯一性〔1 6〕作过证明
,

而 〔6 〕证明了不具裂 纹的复合材料双周期平面弹性

问题的解的存在与唯一性
.

不同材料双周期裂纹场 的弹性焊接问题还 更 切 实 际
,

更值得研

究
.

现在我们考虑一无穷大板带有基本周 期 为 2。 , , 2。 :

的任意形状的裂纹和任意形状的孔

洞
.

各孔洞均焊接另一种材料
.

设尸
。

为一 以 士。
: 士叭为顶点的平行四边形基本胞腔

,

且不妨

设 Im (口
2

/ 。 ,
)> 0

,

Im 恤 一 0 ; 尸
;」

的边界取反时针向为正向
,

记为r , 且
.

r 一 兄 厂
‘,

p
。

内的
‘J I

焊线记为 L 一 L
。 ,

它是一条任意形状的光滑封闭曲线
, 以时针向为正向

.

如图记厂与L所围

的内域为S 春
,

L的内部区域为S 石
,

S春为不同的弹性材料
,

分别有弹性常数
、 士 ,

矿
.

为方便
,

假定S 右与夕石内各有一条裂纹
,

记为下
,
(j 一玩 2 )

, 一

民记 , 一 , , + 夕2 , 护, 均取自
a , 到b ,

为正向
,

它们是互不穿透也不与 L
,

厂相交的光滑曲线段
.

并设o〔S 右
.

则 S
+

为 S 右+ 厂作双周期延拓

.

周焕文推荐
.
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.
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的结果
,
泞

一

是S 石作双周期延拓的结果
,

当然g 右的

合同区域与S 右有相同的弹性材料和裂纹
,

所以整

个弹性区域为S 二 S
十
+ S 一

对于双周期问题而言
,

应力分布是双周期的
.

汀
二

(
“+ 之

1

。。。

) = a
二

(: ) (
}

.

, )

a ;
(
: + 2。。

) = 。 ,

(
二
) (左= !

,

2 ) (飞
.

2 )

。r , ,
(
: + 2 。〕。)二 a

: ;
(
:
) (

: 3 )

应力与位移和卜铂
Jl o c o B 一

M y c x o Jl o ul 。。 二 ;: 泛

势函数的关系如下
二‘’

姗
J

·

+ 口 , 一4R e[ 功
‘

(z) 】

二 , 一 , ,

+ Zf二
: , ” 2 【召必

护

(
二
)十解

:
_

_

、 。

2G (
。

+l’
。
) 二峪闭

_

一杯叹可一

由 (1
.

1 )、 (1
.

6 )立即推出功
’

(
二
)

, 乏必
尸 、)

周期函数
,
位移便是加法双准周期函数

屯‘于’
.

记, , 两侧 的外应力为
:

(l
.

4 )
、 \

飞
(1

.

5 ) 图 1

,

1
.

6 )

+ 劝(习是双周期函数
, 当然劝(劝便是加法双准

X 才(: ) + iy 才(二 )
, : 〔, ,了 ,

(j一 1 , 忿)

外应力主矢量
:

X , + *: ; 一
_

f
〔x : (丁) + iy : (

T
):

(: ? (, 一 1
,

2 )
, 下

则其上合主矢量
:

X , + 汀 , 一 (X 亨+ iY 亨)+ (X 了+ fY 力

其中d :
为下

,
(j 二

一

1
,

2 )上的弧长微分
.

还 设, , 两侧 的外应力满足 H 6 ld e r 条件
.

由双周期性
, 在P

。

两对对边上的外应力主矢量应互相抵消
, 且考虑到焊线L 两侧 的应力

平衡
,

则 由力的平衡原理必有
:

云 (X
, + iy ,

) 二 o

j = l
(1

.

7)

如果我们记 厉 (: )一 。 ; (: ) + ‘
。
幸(T) 分别 为 点

: 〔护, (j 一几 约正侧和负侧 的位移
, “

; (l)

+ ‘。?(t )分别为点 硬 L 正侧和负侧 的位移
,

则位 移 之 差 为川约 一 仁。
·

(t) + *。
十

(。l 一 〔“
一

(t)
+ 艺v

一

(t)〕且 g (t)〔万
.

二
、

第二基本问题的提法

所谓第二基本问题
,

就是已知下
, 两侧 的位移时 (t)

,

掩 , , 及其位移 加数犷广
’
(]’

,

k二 “ , 2又
而各个裂纹两侧 的外应力主矢量人

一

, 十 i丫 ,
为未知函数

,

但满足 (1
.

1) 式
,

寻求双准周期分区全

纯函数沪(劝和满足劝(幻+ 种
’
(z) 为一双准周期函数的分区全纯函数劝(z)

,

满足下列边值条件
:

同 [1 〕在裂纹下
,
上有

:

、 ,
协

迁

(: ) 一 、协
产

(, ) 一平
一

石) 一 j (, )
, ,〔: (:

.

」)

功
+

(t) + t功
’十

(r) + 劝
+

(t) = 功
一

(t)+ t沪
‘一

(才)+ 矿 (t) , t〔五 (2
.

2 )

a 十

必
十

(t) 一刀
+

叶协
7
万叮+ 梦

+

(t) 」二 a- 功
一

(t) 一刀
一

〔硕声下几丽
二
(t )」

+ 2夕(云)
, 才〔L (2

.

3 )
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功(
z
) 一

z
功

产

(
z
) 一劝(

二) ] 一 2矛‘
:

g
: k ) ,

(2
.

4)

这里已今 = 2 1‘, g 亨(i)
,

, + ,
才〔3, :

, 声三

衬一 ,
吉〔,

:

沪〔斗
,了

二

{:
‘ ·

〔护
;

l艺之

才〔下
:

(k 一 1
,

2 )
,

: 〔S 右

之〔S 石

, 之〔S 百

, 之〔S 石

,,r,‘l、广
一“二

r之ee
、名

=月

)
r.、L0�

.
内」

了
J人

当z 〔S

当: ( S 石

刀
土
= J

.

/ 拼
士

含汾
,1
2ggr

‘

之1
1、

一一
而

洲妇g

“ 士
二 忙士 / 拼

它们都是正数
.

三
、

化为奇异积分方程

为求解边值问题 (2
.

峥、 ( 2
.

4 )
,

引进新的未 知函 数 。仍 ( 厅
,

‘〔[. 十 下
.

记 A , 二 一 (X
J

+ 畜y 刀/ 4 二为未知 (待定) 常数 (j一 1 , 2 )
,

使得
:

‘(·, 一 。
:
、*

一

丁
: + , ‘, ) (‘) ; (‘一)

〔‘, +
,、:

; 乙 A , [ 10 9 。 ( z 一
、, , )

。r

(
“ 一 b、)

一 H
,
(z) 」+ A 声 + C (3

.

1 )

_ 、

夯
厅 , f 一二

、 * 、 ,

、
明 又蕊 ) = 一 少

二
、 .

生 (口 互‘ ) 气 t 乙一 名 ) 口 迈一

厂
乙兀 , 力

’
‘ 一

‘
’

‘十
E 亘, 仁1 0 9 二 (“ 一 a , ) “ (‘ 一 b , )

一 H
了
‘
·

,卜 2

典
、

丁
:
厉. 亡(‘一)“卜 :

二
‘

上
+ ,

石面
( 。 /

(才) 亡(卜
·
)“才

+ 2

典
*

丁
:

H 、‘)“(‘一)“: + “ (
· )。

/

(· ) 一刀 (
· )叻

/
(。) 十尸二

簇
、

一

丁
,

( , 一 。
一

, ““一 , 己才

上式中的对数对于同一

H
,
(
2
) =上

要取同一支
。

H (t) 为一待定函数
。

h,
(
:
) 亡(

二 一 二
) d

: ,

h,
(
: ) 二 (2

: 一 a j 一 b ,
) / (b

, 一 a ,
) (j= l , 2 )

巾 (
二
) = 2 + D (

二
)

,

D (
:
) 二占

l亡(
二
) + d

Z :

2
, _ _ 、 。

2
, _ _

、

o , ~ 丽
一

LO ZO , ‘一 0 ’。 2 )
, 〔, 2 “

一

后
一

气0 ’刀2 一 。 2刀, )

二(
“
)

, 口 (
z
) 分别为 W e i e r o t r a s s 亡和a 函数

,

。 厂

(z ) / 。 (
二
) = 雪(

二
)

,

亡(
: + 。) *

) = 乙(
:
) + 2刁。

刀。= 乙(。
。
) (壳二 1

,

2 )

。 , 叮: 一 。2粉1 二 (二茗) / 2

以上表明二 (习为双周期函数
,

而H
, (z) 分别在二 二 a , .

b了点具有与10 9 (
: 一 。

刃和10 9 ( : 一 b ,
)相

同的奇性
,

并且H
,
(劝为一单值函数

.

不妨设 , ’

。 (
a , ) 二 。 (b

,
) = 0 (j= 1 ,

2 ) ( . )
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将(3
.

1)
、

(3
.

2) 代入 (2
.

4 )整理得
:

2 〔(、
二

月
:

一 月
:

)。
。一刀

:

。七

〕一
“·

叹
“

{
。 , (才)、才

兀 2 J L + 夕

一

鑫
“

毋上
。

(t)d
‘一到洲

‘一歌
一

丁
: , , 。‘!’。“! , “‘

+ 刀性

口今

汀公

!
,

(。一 。一

)J ‘

{
: + , O2 ,

口)而
d , + 。, / (汀‘)

!
’

:

。 (才)、‘+ 2 ; : 。
:

一

(3
.

3 )

方程组 (3
.

3) 的系数行列式为
:

1 20 1 2面 z {

{ 卜 4 (。
1 2。 一 。 , 二 , )一

2 15 子 。
‘

2 0 2 20 2 ’

这里S 为基本胞腔的面积
.

由方程组 (3
.

3 )解得
:

A
二

= 、 :

R
:

+ 凡
:

/ (
、三一 1 )

r : P
’ ,

R一 p
·

+ q / (2“) !
二

H (‘)d ‘
,
p一{

_

、

夕
,

z ( S
‘

z 〔S
-

己1

g 一示S

(3
.

4 )

(3
.

5 )

, 一 [ 一 、·。,

{
_
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。 (t)d t+ E
、 , (

。 (才)、, + {
m (才)。

‘

(, )。‘

J 下厂 J L + y

+ 。·

(。 1 0 2 一 。 ·。1 )〕/ (2‘S ) 一 2

典
‘

(3
.

6 )
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B
士 一 p
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+ q ‘

}
二
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,
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, _

‘ 一
、

p
‘
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。 产

(f) 丽
“‘
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之〔S
+ 1

_ ,

q ‘
, 一丽5

z 〔5
-

(3
.

7 )

f l (
,

、

「上 f
. _

(
、 _

「

p
‘ 工

一定2
“ 工

J
· 十 ? 口 (‘’“‘一 1

.

汾
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J
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.
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‘
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一

J
,
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一

)d ‘」
占1

丫
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1 0 2

一
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(3
.

8 )

令
Z o t 。〔L利用推广的P le m el j公式代入 (2

.

2 )
,

再将上述待定常数代入整理得
:

(3
.

9 )

其中

(
、·

认
一 、认)〔

。

{
:

万(才)J , + 。

J
:

: (才)、‘l
, 。+ 。 (, 。)一 。(才

。

)

Q ‘矛
。

, 一

(一浑
1 一、

·

牛
、

一

)鑫
A , 〔‘。g · (!

。

一)· (!
。一。了) 一、

了(才
。

)〕

1 1 1 、

十 1
.

汗
, ,

一
.

,
, 1

.
、 代 , ~ I “ , 向 l

一

/

t。 E 河, f亡币
。
一 a ,

) + 乙(t
。一 b , ) 一H {(t

。

)」

( 了

J = l

二)
‘。夕忙

一



双周期裂纹场平面弹性焊接的数学问题 1 0 89

(3
.

的式两端同乘心
。

并沿L积分
,

且考虑到 。在L的外部有
:

(3
.

1 0 )
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.

2) 中函数H (t )
,
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.
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于是 (3 提)
,

(3
.

娜)合在一起构成
〔。
(约在 工+ , 上的一 个芷则型寄异积分方程

, 其 「1, 正

好有 2 x 2个待定实常数
,

X , ,
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D
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刀
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(曲仁
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万
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Z
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D , 二 R e c
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D
: 一 Im c

.

现在我们证 明当X , ,

犷
. ,
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刀
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,

方程 (3
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12 )
,

(3
.

1幻在比 x Z类 中唯

一可解
.

类似于 「1 」
,

我们首先证明当川 (动 ~ 0
, : 〔丫;

川约= o ,

硬L
.

X , = X r
,

y , 二 V 护
,

D 、二 D 梦
,

D
: 二 D 全适当选定后方程 C、

.

1 与
,

(3
.

林 )相 应 的 解 叽娜 二 。于 寸(去+ ,
。

‘!

汝万 P

一 y r一D 罗一D 全二。是必要的)
.

设 由 。 。

(t) 代入 (3
.

功
,

(只
.

助求得的复应力函数为尹(习
,

护(z/l
,

容易验证它们满足第

二基本问题的零边值条件(2
.

功、 (2
.

3 )
,

由〔别中的唯一性定理得
:

功
0

(
: ) = C

:

劝
o

(
z
) =

、:

C
二

(3
.

1 4 )

将 (3
.

飞4 )代入 (2
.

3 )得
:

(砂 + 1
一

)C
+
二 (衬

一

+ 功C
一

招
.

15 )

此处

C
+ , 之〔S

丰

C
一 , z 〔S

-

既然尹(力是一单值函数
,

由 (3
.

功我们有
:

A 梦= X 罗+ 拼夕= 0

c 一刹
: + , 。

c,(t) ‘(Z一训
公+ “ : 才

二‘

一鑫会
‘

!
飞

,

一 (r)“(t
一

洲
/

一创
:

ha
“‘才一 , 价

(3
.

1 6)

(3
.

}了)

共
一

{ ha )。拭。)’(
才一 二

)cl 矛+
一

绍
一

(初
7

)’(
矛一 二

)
。

杆妙 (:
.

1 8 )
‘兀王 J L + y 乙 汀泌 J L

比较 (3
.

1 了)
,

(3
.

‘8 )两式的两端双准周期加数得
:

A 旦= O

11
、,矛

l场J......I

B旦一 0

2

互
‘

!
: 十 。,

。。

(才)、, 一。

一

乡刹
, , ,

碱
才

)dt
一

制
: 。。

(t).l .

19)

。
二
*

{
: * ,

而口, 。
,

(‘, d ‘一 。

从 位
‘

z、)
,

(3
.

19 )我们知
:

。。

(t) = C
+
一C

一 , t〔L , 。。

(才) = 0
,

矛〔丫

不妨假定
: 〔泞石

,

由 (3
.

1了)立得
:

(3
,

2 0 )

C一 (C
‘

一 C
一

, / (2厅‘,
{

: 。 。

“, ““一, d ‘ (3
.

2 1)

因 z 二 0〔S 右
,

故由 C a u c h y 定理知C
‘ 一 。,

从 (3
.

15 )得C一 0,

故 。。

(t) = o , 才〔L (3
.

2 2 )

由 (3
.

2 0 )
,

(3
.

2 2 )知。
。

(t)王 0 , 才〔L + 甘
.

回到一般方程(3
.

1 2)
,

(3
.

13 )
,

它在hZxZ 类中的指标为一 2 ,

而它相应的齐次方程又只
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有零解
,

故其相联方程有 4 个线性无关的解J l
(约

唯一 ) 的充要条件是下列四个条件 (见仁匆 釜1 此

一
‘

今

⋯
,
二 ‘

(t)
,

而它在 hZx Z类中可解 (且解

圣1 1分 :

八了

产.1, .J

R e
兄 C , 二 ,

(t) 击“瓜 (庵” 1
,

4 (3
.

2 3 )

这里
R 。

{
_

、 (才) a 。

(, )己‘
(裔二 l

,

振

其中万〔约表示 (3
.

, 2 )
,

(3
.

1 3 )中不含待定常数X , ,

开 (3
.

2 3 )的实部与虚部
,

则变为含 4 个实未知数的 弓

Y ] ,

D l ,

D
Z

的右端
,

它是已知函数
.

分

阶线性方程组
.

此方程 组是非退化的
,

因为 当万 (t) 一。时它仅有平凡解X r~ y 罗一 D 罗= D 夕二 0
,

于是元
。二 0

.

综上所述 (只
.

1 2 )
,

(3
.

13 )

在hZ又2类中当X , ,

叭
,

月
, ,

D
:

选定后总是唯一可解的
.

衷心感谢我的导师路见可教授和刘士强教授的精心指导与热清帮助 !
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