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一

G a le rkin有限元法的

一点改进和它的应用
’

朱 刚 谷传纲 胡庆康

(西安交通夫学
,

1 9 9 2年 5 月 8 日收至)
-

摘 要

木文针对T a y lor 一 G al
e

rk in 有限元法的两个基本假设进行讨论
.

改进了原假设
,

仅以一 个

假设作为出发点
,

得到了广义的有限元离散公式
.

对具体流函数一涡量方程的求解进 行 了 改 进

的T a y lo r 一G a lo r

ki n 有限元分析
.

提出了组 合式的求解方法
,

使求解过程更为合理
.

算例计算

表明
,

该方法的效果是很好的
.

关铃词 假设 有限元 流函数 迭代

一
、

引 言

在当前计算流休力学中
,

广义有限元法越来越受到人们
.

的重视
.

从 19 8 4年以来
,

广义有

限元法系列的T a y lo r
一

G a lo r k in 法
二‘’,

S七r e a m lin e D iffu s io n 法
二, 〕
等等

,

得到迅速发展

和应用
.

其 巾
,

T a y lol
一

G al er k in 有限元法 (
r

r G F E )受到许多学者 的收视
.

但是
,

仔细的

分析发现
.

T G F E 中所包含的两个基本假设之间是不相容的
,

这在一定程度上影响了T G F E

算法的收敛性和精度
.

本文从修改的基本假设出发
,

得到了改进的有限元离散公式
.

从所给

出的算例来看
,

本文方法是精确
、

收敛和稳定的
,

计算结果是满意的
,

并在收敛速度上较原

方法有所改进
.

二
、

T a y lo r 一

G a1 e1’: in 有限元法的假设的分析

设方程的余量形式为
:

￡‘“ 0 (2
.

1)

按照一般的广义有限元法
,

得到如下形式的连续内积
:

(、 (*)
,

E ‘

卜 (‘ (‘)
,

(切
·

(
/
)

, 一)卜{
: ‘ (“)({

。切
·

(
/ )一d

弓
d“一。 (2

.

2 )

其中、
。

(x) 和功 (幼分别表示空间和瞬时的试探函数
.

又设 :

.

周光坷推荐
.
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v ‘一功
。

(x )
。 。‘

。。 。
二

一

。
(舀)

。毋‘

其中必
。

(x )和 ;
。
(豹分别表示空 间和瞬时的迹函数

,

时状态
.

按 G al o r ki n 近似
,

叨
。

扭)“功
。

(x)
.

而关可

法中有如下两个假设
:

。。 ‘一 (1 一占)
。竺‘+ 雪。忿护

‘

(2
.

3 )

占二 t/ 八:
, a
为总体空 间编码

, 。为局部瞬

瞬时状态 的迹函数
,

T a y lo r
一

G a le r k in

(2
.

4 )

。 :, , 。 , ‘= (1 一占)
。攀, 。共

‘
+ 占。梦亨

‘。
共;

一

‘

(2
.

5 )

这两个假设同时出现虽然使以后的有限元离散形式比较简单
,

但两假设之间存在一定的不相

容性
.

为了改进这一点
,

我们舍弃原第二个假设
,

而仅以第一个假设 (2
.

4 )作为基本出发点
,

把 (2
.

5 )式中的
。 , , 和御

‘均用 (2
.

4 )式的表达形式代入
,

得到
:

。 , , 。 , ‘= [。梦支
‘杏+ (1一占)

”不, 〕
·

[。芬李
‘占+ (l 一占)

。汤‘〕 (2
.

5)
,

将 (2
.

5 )
‘

展开
,

得到
:

。, , v , 。= 占
, v梦亨

‘v

芬畜
’+ (1 一睿)

’。节, v答‘+ 占(1一占) (
。孚, 。芬奋

‘+ v罗亨
’。芬‘) (2

.

5 )
为

从 (2
.

5 )
“

式可以看出
,

(2
.

5 )
“

较之 (2
.

匀
,

不仅系数不同
,

且多了两个交叉 项
.

(2
.

5 )
“

显然

与 (2
.

4 )是相容的
,

这是因为 (2
.

5 )
’

不再作为独立的基本假设之一而存 在
,

而 仅 仅 作 为 由

(2
.

4 )导出的一个表达形式
。

这样
,

(2
.

苏)
“

作为 (只
.

劝 的改进式
,

较之原式更加合理
.

三
、

改进T
一

G 有限元法与原方法的区别

为了与原 T G F E 方法的形式进行比较
,

作为例子
,

我们考察对流扩散方程的离散
.

以

下称从 (2
.

4 )
、

(2
.

5 )
“

出发的方法为改进 的T G F E
.

对流扩散方程的余量形式为
:

。‘二口。
,

/ 口t+ 。, 。 ‘, , 一 , , u ‘
.

, , 一 f
‘一 o

由广义有限元法
:

(劝 (占)
,

E ‘) = (劝 (占)
,

(叨
。

(、)
, “‘)) ~ O

采用改进的T G F E 法
,

对空 间区域分部积分得
:

(3
.

1)

其中 :

{
; 劝 ‘“, 「“

·
, ”, ‘+ “

〔,

, y 了

一
口￡+ 斤

·、了, , 、一 F
一

G 一〕d“一 o

“
·

, 一

{
。
。

·

, , ““
,

“
·

, 尹j一

{
。

功
·

功, , J必
,

,

。。

K
·

, 一

!
。·
功

· , 夕
。, , 了d“

,

F
一{

。

。
·

娇
岁d“了, ! ,

G
一 !

二
v
功

a

必, d厂g , ‘

其中森依赖于厂
,

而并非
、 , 。

.

它表示 沿边界的N e u m a n n 边界条件的插值函数
.

对(3
.

1) 式再积分
,

并记 :

: 一

{
; 功 (“)城/ {

; 。 (“)“;
,

。一

{
; * (批咙/ {

。* (
秘

。, ‘ = (
。

;畜
‘一 v 芬‘)/ At

B
。

, , , 亡。梦亨
‘。

;亨
‘+ [月

。 , + B
a

, , , △才(。一 g)
。芬, 〕。癸畜

’

取得
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+ △tB
。

, , ,
(。一亡)

。梦支
’。昙; = 八t (F

。‘+ G
。 ,
)+ A

。 , 。 ;
‘

一 K
a

, v , ‘(1 一 刀)八t (3
.

2 )

若用T G F E
,

则得到的相应离散式为
:

A
。

, 。;育
‘+ 。八t (B

。
, , , v :奋

‘。
芬亨

’+ K
。

, 。芬畜
‘)一 A

。
, 。芬‘

+ (1 一 , )A t (B
a

, , , 。攀, v 昙‘+ K
a

, 。务
‘

) 一 A t (F
a ‘+ G

。 ‘
) = o (3

.

3 )

由 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )两式可以看出
,

对于对流一扩散方程
,

改进的 T G F E 方法较之原方法在离

散化形式中多了两项
, _

民系数也有变化
,

可以说
,

(3
.

2 )式比 (3
.

3 )式更准确地反映了时间前

后之 间的关系
,

四
、

旋涡输运方程的改进T G FE 法的离散

考虑旋涡输运方程
:

口切
.

口劝 口切 口劝 口叨
_ _

_ 2 _ 一

万丁 ,
一万万

-

一石二丁
‘

一 二舀二 一。
_

.
-

一 夕 V 山
以‘ 以万 口人 u 人 口夕

设 : 劝(e

= [N ] {势}(e , ,

切 ‘e
、

~ [N 〕{二 }‘
“

、

代入以上方程并对空 间区域分部积分得
:

{功 }‘
“〕

[K ‘] (e ) + [K 。 ,

] “ ){叻}(
e 、

{田 }(e 、

+ 〔K 。〕! (
“

{叨 }(
’

在这里
,

我们假设N e u m a n n 边界条件为齐次
.

其中 :

(4
.

1)

K : ‘, 一

{
。 (。 )N

‘

N , d 。 (一

K 。

一!
。 (。 )万‘

(瓮
, 口

翁
一

嘿
兀叨 。,

一丁
。(一

会
口

给
、。 (一

口N “

)口刀
d 口 (“

将
口田

口t

切 ” + l一 田 ”

△矛
势一 (1 一雪)势

”

+ 占势
. + ‘, : 。 = (1一占)二

”

+ 占田
” 十 ‘

(其中扩
+ ‘,

。” + ‘

为第
n + l时间步的值)

代入 (4
.

1) 式并考虑到劝
, + , 与功

。

已知
,

得到
:

{翌产 }
“’〔K ; 〕(一 + 〔‘二〕二

‘
·

“
2

、功二
‘

, (一

+ [厂 。。〕
”十 ‘

(占一占
2

){、
”

}‘
“ )+ [K tD 。

]
”

(舀一占
2
){山

”十 ‘

}‘
e ,

+ [刃。 ,

〕
”

(l一雪)
“

{叨
”

}(
e ’+ [K 。〕(e ’{ (l 一占)‘

.

+ 占切
” + ’

}‘
e ’一 o (4

.

2 )

其中
“叨 ·

:
‘ 一

丁
。 (。 )

N. ‘嘿;
’

-

黔
一 一

吃
’

一

会
一

冲
(一

二。 ,

; , 一

{
。(。 、‘

(嗯梦
一

嘿筑等
口N
华

一

、d侧
a y /

利用 (2
.

2 )式
,

将 (2
.

4 )式和 (2
.

5)
‘

式代入 (4
.

2)式并分部积分得到
:

f绪、 〔、
; 〕+ [了 , ,

〕
· +

“+ [厂。 。

〕
·

(: 一‘)+ 〔尤
。〕

.

。
1

.

{切
· + ‘

}

L 23 杏 J
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一

l又
, 。K ;

卜 〔‘二 :一 (。一“, 一 〔K
, ·

〕
”

“一 2。+ “,

+ (一 叮) [

其中叮
,

雪与前面的定义相同
.

K ? :
〕
、:二‘ (4

.

3 )

五
、

流函数一涡量方程组的改进T G FE解法
、

步骤及算例

流函数一涡量法一般是采用两方程迭代水解
;

我们在这里对流函数方程仍然采用
:

V
Z

劝
” + ‘

= 一叻
”

(5
.

1 )

则由此方程可解出沪
+ ‘.

再用上一节的方法求出。
” 十 ‘,

如此反复迭代
.

实际上
,

由 J二在第二步改进 的 T G F E 算法时需要用到扩
,

那么就必须在第一次迭代时

给出功的初值
.

为避免这一点
,

我们在第一次迭代时采用一般的迭代算法
,

即对旋涡扩散方

程用
:

口势
。 十 1

口召 沙
一
协

· ,

呼
一、物

。 , 1

a 轰 口 x o 刀

l丽对
一

J几

其它各次迭代
,

采用改进的T G F E 法
.

具体的计算步骤如下
:

( l) 给定初值
: 。刀(

。二 1 ,

⋯
,

/\/ )
,

万为节点总数
。

(2 ) 对以下方程
:

V
“

叻
‘
二 一 切“

离散化后解方程组得势
‘ .

( 3 ) 对 以下方程
:

口双 l。

、 “

十
口劝} 口川

心 了 己丫

口价
;
及叭

口少j

二 , 丫2以

离散化后解方程组得洲
,

‘

此步具体离散什公 七见 丈献 巨
.

、在 ) 没已知第 、
步的涡互值

: 。, ‘

和斌 函效值 、
, : ,

片以平
‘

方程
:

V
Z

尹
十 1 :

一
t , “

离散化后解出幼
” + ‘

。

(2
.

勺用 (4
.

幼式解出叨
” ‘ ’ .

如此重复 (;乙 约
、

(2 万)触步骤 直到达到
“

统计定常状态
” 一

。’,

此时所获得的解被认为是稳

态 解
.

利用以 L方法
,

我们计算了以下两个算例
.

为比较起见
,

每个算例我们都用原方法及改

进的方法同时计算
,

并比较计算时间
、

计算精度及收敛速度
.

5
.

1 二维通道中的充分发以层流

对两平板间层流采用文献 [ :
一

」的各向异性张力 四边形单元计算
,

整个流动区域划分为48

个单元
,

对称分布
.

计算所得结果 (改进的T G F E )表示在图 1 上
,

用以表示在
二一 1

.

。截面
_

拼于算的速度值与解析解的比较
.

实线代表解析解
,

圆点代表计算值
.

用
’

T G F E 及用改进

T G F E 的计算值在达到稳态解后完全一致
,

但达代次数改迸法仅为原方法的一半
,

说 明 改

进法收敛速度较快
.

计算时间上
,

改进法约比原方法少用三分之一的CP U 时间
.



对午: y lo 碑G : 宝。rk i

筛喊先法的一点饭进相它的皮用 11 1 0

尸a户」

一监上士

乏 C

声宇三甚上浮上拼立社么以立浮乌

圈1 二 = 1
.

。截面速度分布 圈2

5
.

2 后台阶绕流

图 2 所示为 x 一习平面上的几何图形及网格剖分
.

在A F
,

E D 上
: 口劝/ 口x = 0

·

在E F 上
: 叻一即/ 口x 二口势/ 口, 二 。

在‘点上
: 劝一 。

.

5 , 口叻/ 口夕一 l

在A B CD 上
:

呐一 1 ,
口叻/ 口x ~ 口劝/口夕‘ .

涡量边界条件
:

在G点上
: 功 = 0

.

5了7 , 口田尸
、 ~ 口切阔夕‘ 。

在E D 上
: 口。 /口x 二 0

壁面上。值按下式计算
:

二一 g 平面上的几何田形

流函数边界条件如下
:

2
。

切 ” L界。 , 刀。) = 夕 L梦, + ’气x 。’ 夕o ) 一 , ” + , 气x , ’ 刀, ) J

其中 蜜为垂直于壁面的坐标
,

(x
。, 蜘 )为壁面点

,
(x

, ,
功)为沿 君方向离壁面一小段距离点

.

按以上边界条件计算
,

可求得吵
, “ , 。 , 。切/ 即的分布

.

现将用改进的T G PE
、

法计算的势和

切在R 。一 150 时的计算结果表示在图 3 和图 4 上
:

为了与原 T G F E 法计算结果作一比较
,

在相同的初始条件
、

单元划分和边界条件的情
况下

,

分别采用 T G F E 和改进的 T G F E
,

将达到稳态解时各特征点的流函数值对应地列于

表 1 (特征点标号见图2 )
。

在本算例计算中
,

两种方法得到表 1
一

的稳态解所用 的 C P U 时 间大 致 相 等
,

改进的

T G F E 稍少 ; 在同样初值条件下
,

原方法需迭代 32 次收敛
,

而改进的T G F E 仅用24 次迭代

即达稳态
,

说明改进后收敛速度较快
.

从上述所做的算例中可以看出
,

计算结果是令人满意的
,

这表明本文方法是精确
、

收敛

和稳定的
,

并较之原方法有所改进
.

六
、

结 论

( 1 ) 改进 的T G F E 法对原方法作了一些改进
,

经过算例检验效果良好
.

( 2 ) 将改进的 T G F E 法与一般流函数一涡量迭代法有机地组合可以避免给出流函数

的初值
,

从而使方法更加灵活
.

(3 ) 关于改进的T G F E 法在其它类型方程计算中的应用及效果尚待进一步研究
.
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表 1

稗吵值单比竺
节点 。

万

T G F E 修正 T G F E

1 0
.

72 2 1 0
.

7 22 4

图3 流线分布图
2 0

.
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.

5 65 9
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工
.

02 66
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4 1
.
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.
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.
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