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摘 要

本文利用故学分析门方法
、

沂尤 丁
: 2

》却时K d V B 方程的行波解
.

证明 K d V B 方程行波解与

相应的 B 盯g 。。、 方程行波解在足量方面侧类似性
.

址明一般渐近展开式时截断误羞是小参数
。
的

l局阶星
.
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其中
v > 0 , 拼> 0

.

(1
.

la )式简称为K d V B方程
,

它所对应的 B u r g er
、 方程为

口u
.

口u d
艺u

。 ‘

十 u 。 一 v 。 ,

一 U

a 乙 O Z U 之-
(1

.

lb )

方程 (飞
.

la) 能够描述许多的物理现象
,

在理论与应用方面都有很重要的地位
。

但其精确解析

解是不可能求出的
,

因此
,

只能根据沪与 1拼的大小比较关系分别给出相应的 近 似 算 法
.

当

沪》4拼 时
,

我 们 曾利 用 奇 异 摄动的理论和方法
,

对其行波解进行研究
,

发现长期项不出

现
〔‘〕 .

基于这种现象
,

我们 自然想到
: 用方程 (飞一 lb) 的解去近似方程 (1

.

扭 ) 的解
,

是否一

致有效 ? 本文对这个问题作了肯定的回答
.

并进一步证明此奇异摄动由于非线性项的作用
,

可以用正则摄动来解决
.

二
、

渐近展开式的误差估计

在文献〔1〕中
,

我们得到K d V B方程行波解的直到三阶的渐近展开式的明确表达式
.

在此

对其截断误差进行估计
.

引入变量替换
厂‘〕

。二。
(
x
) =

。
(
z 一 七)

则方程 (1
.

la) 与方程(1
.

lb) 分别变为

·

钱伟长推荐
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、+ u二。止, 。u ,
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其中
。二“。 / 2沪

由于 沪》 4拼,
故 0 < 。《 1

.

u Z
一 (

。二+ u土)
u + u二。立, 。u ,

1
.

设 u = “ (。) + e R (‘’

因为
“
与

。‘。’分别是下述柯西问题 的解
c ‘止,

“2 一 (
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田 了

(2
.

2 b )一 (2
.

2 e )并整理
,

得
:
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其中 p = 。 〔u 二+ u盗一 。 一 。 ‘”, 」

R ( 1 )二“ (1 ) + 己R (2 )

= “(0 , + ￡“(‘) + ￡Z
R (z ]
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.
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(2
.

3 b )

设则

将(2
.

2a) 代入 (2
.

2) 并整理
,

得
:

。尺二驴= R 二
, ’+
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粼圈扮
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心
一

条〔
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因为
。“ ’是下述柯西问题的解

‘’二 ,

。
二
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-
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e x P [x 〕一 1

e x p [ x 〕+ l

。“’= “
二呈

,

{ (2
.

3 d )

(2
.

3 c )、 (2
.

3 d )并整理
,

得
:
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2 , +
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若记 U 二: 巴
￡‘“ (‘) + 。3 R (3 )

(2
.

4 a )乙间

类似前面推导
,

有
:

R 二
3 ’十
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同理
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则有
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R 息
召’+

e x P〔x 〕一 1

e x P [ x ] + 1

9台3
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其中 P

3
= [ u ‘

2 )〕
“

+ 2〔u “
、
+ 。。‘2 )〕R ‘3 , + 。2

〔R ‘a ,

〕
2

3
.

对上述的R(
, ’ (j = 1 , 2 , 3 ,

4)
,

可以证明它们及其它们对
x
的各阶导数都是 (一 ,

,

+ “)上的有界函数
.

为此先给出以下几个引理
.

引理 1 若f( x) 在(一 co
,

+ co )上连续可导
,

且h m j( x) 二A
,
li m f( x) 一B

,
A

、

B 都是
戈衬一

‘
力 劣叶 + 劝

常数
,
lim f

,

(x )与lim f
‘

(x )都存在 , 则 lim f
‘

(x ) = lim f
‘

(x )一0
.

劣一.
一 义}

引理 2

义叶 +
乙0 x 神一 泊 劣一 十的

若 f(x) 在 (一 co
,
+ co )上连续

,

且 h m f(x) 与li m f(x) 都存在 ; 则 f (x) 是 (一 co
,

% 种一拍 %叶 + 价

+ , )上的有界函数
.

引理3 若函数尸(x)
,

f (x) 在(一 co
,

+ co )上连续
,
且 h m 尸(x) 一E < 0 ,

h m 尸(x) 一F
况 - 一 帕 戈叶十 为

> 0 ,

}f(x )l 《D
,
E

、

F
、

D 都是 常数
,

则方程召
‘

+ 尸(x) 刀= f (x )的一切解都在 (一co
,
+ co )上

有界
.

引理 1
、

2
、

3 都可用数学分析的方法证明
,

而且在教科书中作为习题出现的
,

故证明从

略
.

引理 4 “
(x) 是 (一 co

,

+ oo )上的严格单调递减函数
,

且ll m “
(x) 二呱

,

h m 州x) = 心
.

因
戈叶一旧 戈叶 + 为

而显然是有界函数
〔“〕 .

引理 5 “‘o ,
(
x
)是 (一 、

,

+ co )上的严格单调递减函数
,

且lim “‘0 ,
(
x
)=

u二
,

lim “‘。,
(
x
)

劣钟一的 x 叶 + OO

, 心
,

当然是有界函数
〔’二 .

引理6 川 (j= 1 ,
2

, 3 ,
⋯

, 。 ,

⋯ )都是 (一 OO
,
+ OO )上的有界函数

〔‘

:

从
“ , u ‘0 , , u ‘, ,

(j” ,
一

, 2 , 3 ,

⋯
, , ,

⋯ ) 各自所满足的方程本身可证明 (用递推法)
:

引理7 u , u ‘。, , “‘j ,
(j= 1 , 2 , 3 ,

一
, n ,

⋯ )都关于
x
无穷多次可导

.

由引理 了, 1 , 2 很容易证明下述两个引理
:

引理 8 “
及

“‘助对
x
的各阶导数都是 (一 co

,

+ co )上的有界函数
.

引理9 、‘力 (j二 1 , 2 , 3 ,

⋯
, 。 ,

⋯ )对
x
的各阶导数都是 (一 oo

,

+ oo )上的有界函数
.

由引理 4 , 5 , 8 易证明
:

引理 10 关于柯西问题 (2
.

2 d) 中的尸
,

春 尸及尸对 x 的各阶导数都是 (一 co
,
+ oQ )上的

有界函数
.

4
.

在上述引理的基础上
,

我们有下述几个定理
.

定理 1 尸
‘’
及 R(

‘,
对

x
的各阶导数都是 (一 co

,

+ oo )上的有界函数
.

证明 因为R(
‘)
是柯西问题 (2

.

2 d) 的解
,

R 二
‘, + P R “ ) = “二 ,

即
R “ )

(o)= o } (2 6 a )

其中 尸
1

口

〔嵘 + “支一 “一 “‘0)j 显然是 (一 OO
,

+ OO )上的连续函数
.

根据引理 4 及 5 ,

有
: lim P (x ) = 1 > o ,

lim p (x ) ~ 一 1 < 0
.

劣砷 + OO 劣 目,
一

C心
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又因为根据引理8 , 。: :

有界
.

所以由引理3 ,
R “ , 是 ( 一 co

,

+ OO ) 上的有界函数
.

将 (2
.

6a) 中的微分方程变形
,

得
:

R 二
‘, = 一 P R “ , + 。 : :

(2
.

6 b )

根据引理 8 及10
,

由方程 (2
.

6 b) 可以看出jl(
‘’
对

x
的各阶导数都存在

,
或者说R(

‘’
对

x 无

穷多次可导
.

于是有
:

左只, = 一尸刀二
, , 一 p

二

12“ , + u 二 : 二

(2
.

6 e )

因为P有界 (引理 10 )
,
j衬“

’

有界 (己证 )
, u , :

有界 (引理8 ) ; 又有
‘

( 2
.

6 b )式 ;

所以 R 盔”有界
.

利用 (2
.

6 e )式
, 因为p 及p

:

有界 (引理 10 )
,

刀“’及R 二
‘’
有界 (已证 )

, u : 二:

有界 (引理 8 ) ,

所以 斑王
,
有界

.

将 (2
.

6 c) 式两边求导
,

同样的方法又可证明 刀二北也是有界函数
.

如此类推下去
, 即可证 明R 〔‘’

对
x 的各阶导数都是 (一 co

,
+ co ) 上的有界函数

.

定理证

毕
.

定理 Z R 卿及尸‘
2 ,
对

x
的各阶导数都是 (一 co

, + co )上的有界函数
.

定理2 的证明除了用到定理 1 的结论外
, 证明方法与定理 l 的完全相同

.

如此递推
一

下去
,
我们又有

:

定理3 R (3) 及 R(
3 ,
对

劣
的各阶导数都是 (一 “

,

+ co )上的有界函数
.

定理4 尺‘4 , 及je(
4 ,
对

x
的各阶导数都是 (一 co

,

+ co ) 上的有界函数
.

定理 1说明当
。
趋于零时

, u
一致收敛于

u ‘。,
(li n i u才

u ‘。,
) 即 当

v Z
》 4拼时

,

K d V B方程行波
￡叶 0

解与所对应的B u r g e r 。 方程行波解在定量方面极类似
.

定理 1 至定理 4说明文献〔1〕中所得到直到三阶的渐近展开式 可写为
:

u 二 。‘。, + O (
。
) (2

.

7 a )
。 ~ u 。, + 。u “ , + o (

e Z
) 又2

.

7 b )

“ = “。。) + : 。 ( ‘, + 。, 。( 2 , + O (
。3 ) (2

.

了c )

“ 二 u 、。, + 。u ( ‘,
+ 。艺u (“) + 。“u ‘“, + o (。

‘

) (2
,

7 d )

即 当, z
》 4拼时

,

这些渐近展开式都一致有效
夕
且展升阶数越高

,
精确度也越高

,
或者说

这些渐近展开式的截断误差都是小参数
“
的比相应阶数高一阶的同阶量

.

三
、

一般渐近展开式的误差估计

在文献〔习中
,

我们得到 K d V B 方程行波解的一般渐近展开式
:

“~ “ (“ 十 ￡u ( ‘ + ￡2 2‘( 2 + ⋯ + ￡”“ (”
’

+ ⋯

设
“ = 万砂川

‘ + 沙分
“

( 3
.

l a )

(3
.

l b )

将 (3
.

lb )代入问题 (2
.

2 b ) 并整理
,
得

:

。R 玉理) = R 王”) +

尺‘“ ’
(o ) = 0

e x p [ x 〕一 1

e x p 〔劣〕+ 1
R ( n

一 。二

:
一 : , 一 生H

。 一 “一

尸
。

(3
.

l e )
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其中 H
。 = 艺

。“ ’u ‘” 一 ‘

2 朴 _ 2

P 一 丫
一 , 。。 一 n 一工
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.

曰 , 乙
, 摊 巴 公 + 1 1 < 公< ”一 1
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E
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,

+ 。” 一 ‘

厂R
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〕
2O山

+

R (. 、

= u (” )+ 。R (” 十 ‘)
(3

.

Za )设则

“ 一 E
。‘、“ + 。n 十 ‘

1才‘
n 十 ‘

Zb 、

因为
“‘” ,

是下述柯西问题的解
井’

(3
.

Ze )

(3 Zd )

、

IJ
尸

”1印

.

H十u 二” ) +
e x P [ x

e x p [ x
〕一 1

〕+ 1

。 ‘” 一 、典
一 ‘, + 飞

。‘” (0 )二 0

(3
.

l e )一 (3
.

2 e )并整理
,

得 :

尸
二” + ’) + 尸‘

刀 + 1
尸

:

攀

R ‘” + ’

(0 )

e x p [x 〕一 1

e x p 〔x 〕+ 1

= O (k = ” , 2
,

⋯
, 。 ,

)

假如尸
(“ 及尸

/ “

对
艾
的各阶导数都有界 ; 则利用定理 1 的证明方法

,

有
:

定理 S R ‘” + ’

及刀
‘” 十 ”对

x 的各阶导数都是 (一 co
,

+ co ) 卜的有界函数
_

这说明
、一 E

。‘: ; “ ’

+ O (
。” + ‘

) (苏
.

Ze )

前面 已证明
: R ‘, ’

(j~
1 ,

2 )及刀
(,
对

x
的各阶导数有界

.

又证明了递推关系
:
尸

“ 、

(k 一 几 2
,

⋯
, 。
)及 R

‘“’
对

x
的各阶导数都是有界函数今R ‘” 十 ‘ 及

R ‘“ + ”对
x
的各阶导数都是有界函数

.

所以
,
R(

,
「

(j 二 玩 2 ,

⋯
, 。 ,

⋯ )及R(
, 、

对
x
的各阶导数都是有界函数

.

至此 ,
可以看到

,

当; 2
》选、时

,
利用奇异摄动的理论和方法求K d V B方程行波解的过程

中
,

所得到的各阶渐近展开式不仅一致有效
,

而且其截断误差都是比展开式阶数高一阶的小

量
.

由此证明此奇异摄动问题由于非线性项 的作用
,
可以 用正则摄动来解决

.
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