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摘 要

基于导出的变厚度扁球壳轴对称非线性弯曲的控制方程
,

引用插值矩阵法
〔, ’数值求解

�

通过算

例分析表明
�

本法易于实施
,

精度高
,

且内力与位移具有同阶的精度
�
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扁球壳在土建
、

体干容器和仪表工业中有着广泛的应用
·

扁球壳的大挠度问题 由子其控

制方程是非线性的
,

求解较为复杂
�

钱伟长提出的摄动法成功地求解了这个向题
,

叶开沉等

提出了修正迭代法
〔“二〔“�

分析了等厚度轴对称扁球壳的非线性屈曲问题
,

获 得 了 良好的解析

式
�

但当扁球壳的厚度变化时
,

解析求解是难以实现的
�

本文从轴对称变厚度扁球壳的大挠度方程出发
, 。

把非线性微分方程拟线性化 �� � � � �
�

��� �� �� � � 切�� �, 然后采用插值矩阵法
〔’二

数值迭代求解线性化的常微分方程边值问题
�

本法

可以求解任意变厚度扁薄球壳的非线性弯曲问题
�

并可跟踪扁球壳后屈 曲路径
�

二
、

插 值 矩 阵 法

用数值法求解常微分方程边值问题
,

目前流行的是差分法
,

试射法和配点法
�

苏联学者

�
·

伞斯米尔诺夫在求解梁柱问题时创建了积分矩阵法
〔‘二, 用于求解两点边值 问 题

�

笔者在

此基础上采用分段多项式插值
,

建立了插值矩阵法
〔‘二� 下面按两个联立的混合阶常微分方程

组
,
介绍插值矩阵法的求解过程
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l 。

本法给出了壳厚度变化参数刀二 一 2 , 0
,

2 三种情形的计算结果
,

跟踪了三种形状下

壳体的后屈曲路径
,

见表 飞、 水, 表中
n
为区间等分段数

,

N
, ,

M

: ,

Q 为壳边缘 为 值
,

图 3

给出了荷载
一

挠度曲线
.
比较该三种情况

,

其中 刀= 2 是厚度最薄的扁球壳
,

可它的上临界荷

载却最大
,
‘

。

一砚
.
叮州

,

见表4
.
由图4

,

刀一 2的临界状态挠曲可以看出
,

壳顶 处的挠度并

非最大
,

它随载荷q
。

的增加
,

最大挠度的位置逐渐远 离壳顶
.
图 4 显示了三种临界状态下整

个壳体挠曲程度
.

2 。 对非线性算子的迭代
,

取八
、
< 1 0

一宁,

一般需4、5次迭代即可
.
将
n二20 和。

= 40 的结

果及文「7〕〔8〕的计算作比较
,

可见本法收敛快
,

获得的荷载和内力值精度很高
.

3“ 比较三种形状下壳体的内力 (应力)
,

刀= 2 形状的内力变化梯 度最大
,

刀= 一 2形

状的内力变化较为平缓
.
接续优化处理

,

可确定外载作用下壳体最佳的厚度变化形式
.

六
、

结 语

文中使用的插值矩阵法是对常微分方程组求解的
,

因而本法可拓宽到任意变厚度轴对称

刀二 o
,

壳= 2 6

砰 (0)
to

一叮oa 二
/ E

r 。毛
入 r

_

1 0 0
a 2

」 , l 飞二
~

万to3

, ,
_

1 0 0
a 名

孟P成 1 ~ 二二
r

一万to‘
i四
a,

E
t 。‘

文[7] 文乍8〕
”
= 2 0

”
= 4 0

”二40 ”“40

57%1046338102264614196280278234188142
3290958588196099379585645786377345

1833434746们4018 373533
.97

33 .62

43 .25

47.15

46
,

4 0

4 3

.

6 5

4
0

.

5 7

3 7

.

7 7

3 5

.

3 5

3 3

.

3 2

1
8

.

9 5
8

3 3

.

5 8
7

43

.

! 9 6

4 7

.

0
9

9

4 6

.

3
8

0

4 3

.

6 4
8

4
0

.

5
8

9

3 7

.

7
8

9

3 5

.

3
8

0

3 3

.

3 4 7

一叭滩93

一 1 77
.
7 3 5

一2 3 9
.
巧7

一2 6 9
.
5 0 8

一2 7 0
.
7 4 4

甲 2 5 9
.
2 8 7

一 2 4 6
.
4 9 6

一 2 3 6
.
0 4 6

一韶8
.
577

一 2 2 3
.
8 8 0

3 0
.
8 2 2

52
.
0 4 0

6 1
.
7 4 3

5 9
.
5 2 4

4 9
.
7 0 6

3 7
.
8 5 7

2 6
.
4 9 2

1 6
.
2 1 7

7
.
0 66

一 1
.
04 9

一 2 9
.

一 , 4
.

9762器194773仍84433918473343464043373533
,山月冲了000内“已‘
4
tUO八几比
....

……
nUn内“八““曰上,上,J‘1曲.一八‘

注
:
文「s] 的结果是球壳理论

qa‘
/
六了

球壳以及旋转壳的非线性力学分析
.
获得的内

力与位移一般有同阶的奴敛速度
,

也为板壳的

优化设计提供 了便利
.

2sJ,人rn�i八V

声
- 一 2
感

, 才资

尹、
O

娜肠

刀
二 忍

1 2 1 6 2 0

命一G 曲线

认8 1 0

困4 临界状去烧曲妓

、沪去,�之」

日创乡“熟比贬目斤
八Un妥
巴曰

、

该.r.q�‘.r,U洛目之�肺�“、l



轴对称变厚度扁球壳的非线性弯曲问题 97了

表 2 刀= 一 2
,

寿= 26

止二
iooaZ{.0iooa3Etn4{~E才.’
{

”
~ 4 0 一 ”

~ 4 0

{ 4 5

.

9 6 0 一 253
.
73

1 76
.
939 1 387

.
40

} 92
.
579 1 426

.
49

1 94
.
552 」 403

.
19

{ 87
.
072 } 347

.
36

} 75
.
103 277

.
38

1 49
.
943 { 122

.
66

}一 二望二一
~ __
二竺望旦

___

表 3 刀= 2
,

k 二 26

—
-
一、一

-
一

‘

一
-
一—

—
—

—
一

‘

—
, 一

‘

”
--
一

’一 一
’
一 ’

一
况 -

一
,

W ( 0 )

t
o

一 9 0
a
生

E to‘
N

l

鄂
Ml
鄂

。 1 0 0
0 3

V 一
于筑了一
乃T04

4 0
”
= 2 0

”
= 4 0

”
= 2 0

”
= 4 0

n”�O尹n“口八O户
‘
丝
.
一�J月络八Jt内了‘

�
“�n,zn

一一.3注忍汤泊.9
儿
‘
土n,O丹
J
上内门了了

八‘口J
月

斗,匀,曰
j
土一 1 0 2

.
0 8

一2 10
.
1 7

一4 16
.
2 3

一 4 1 5
.
8 6

一 2 99
.
6 5

一 2 4 5
.
9 9

一2 00
.
4 4

一1 79
.
8 4

一 1 02
.
0 8

一2 1 0
.
1 4

一 4 1 6
.
9 3

一 4 16
.
5 2

一2 9 9
.
6 5

一2 4 5
.
9 7

一 2 0 0
.
4 3

一 1 7 9
.
8 3

2
,

0 6 3

一 1 0
.
5 0 6

1 5 1
.
1 5

1 6 9
.
3 2

一 5 3 0
.
8 4

一5 6 8
.
2 3

5
.
6 5 8

5 9
.
2 5 6

9
.
06 6

一 7 9
.
92 3

1 5 1
.
1弓

1 6 9
.
36

一 5 3 7
.
06

一 5 74
.
9 1

5
.
6 80

5 9
.
2 93

9
.
12 0

一 7 9
.
84 1

‘Ul勺了O比J
‘

O
八乙
口
工八石口j
�‘Ul‘
.
�了On,内‘llnJ峙n己nll行自一衬月了

.

……
n,于户0
4

月“附了n,,一占嗯八J此J目3
J
伟勺�勺�,山J兮‘UOn几11已‘

J
乙.

……
几“�nntl几If�
‘
上,一月l

2

.

0 2 6

.

7 0 0

表 4 临界状态
,

k =
26

尹

一 2

O

…
一 q 。一才

‘

{

一
-

一 塑
) 49· 0 3 9 1

1

4 7

·

2 5 4 8

1

5 4

·

9 7 5 1

_ 砰(0)
to

0
.
98 9

0
.
854

0
.
5 71

。 : _

1 0 0
a 2

“ , ’

下而
3

门 1 0 0 a 3

叼一, , 二 ,

乙ro
.

一 2 6 7
.
0 3 8

一 2 72
.
1 1 2

一 4 0 7
.
0 2 0

致谢 笔者非常感谢何福保教授审阅并修改了本文初稿
.

参 考 文 献

350
.
914

221.777

一 4 5 3
.
6 7 1

牛忠荣
,

两点边值问题的一个新方法—插值矩阵法
,

合肥工 业 大 学 学 报
,

9 (
9

) (
1 9 8 7)

,

92

一102
.

叶开沉
,

刘人怀等
,

圆底扁薄球壳的非线性稳定 问 题( I
,

I )

,

科 学 通 报
,

2
( 19 6 5

)

,

14
2 一

147
.

刘人怀
,

在内边缘均布力矩作用下中心开孔圆底扁球壳的非线性稳定问题
,

抖学通报
,

3
(

1 9 6 5
)

,

2 5 3 一255
.

斯米尔诺夫 A
·

中
· ,

嘴结构的振动和稳定性 》 (楼志文译)
,

科学出版社
,

北京
,

1 9 6 3

C
a s

h J

.

R

. ,

o
n t h

e n u
m

e r

i

e a

l i
n t

e
g

r a
t i

o n o

f

n o n
l i

n e a r
t w

o p
o

i

n
t b

o u n
d

a r
y

v a
l

u e p r o
b l

e

m
s u s

i
n g i

s e r a t
e

d d
e

f
e r r e

d

e o r r e e
t i

o n s
,

S A A
M

J

.

N

u 沉 。r ‘ca I A n a lg : i:
,

,卫.J, 胜J�月
.J, ..J1..J

110自,口孟任�匕
�胜.‘一L..
f

jr几LL..L

2 5 (
4
) (

1 9 8 8
)

,

8 6 2 一882
.

D an iel J
.
W
.
A road m ap of m cthods fo r app rox im a tin g so lution s o f tw o p. in t

[s] bo 、t n d a r y
v a

l
u o

p
r o

b l
e
m

s
,

L
o

e , 。r ‘:
N

o , 。5 f n C
o 。户u to r 片

eienee. 了6 ( 一。7 。)
,

一
18

〔了」 严圣平
,

扁球壳在均布压力作用下的非线性弯曲问题
,

应用力学学报
,

5 (
3 汉1088)

,

“一加

【8 ] 高建岭
,

结构分析的有限元线法
,

清华大学博士论文
,

(
1 9 9

0)

.

[

9

] 肖凡
,

变厚度扁球壳的非线性分析
,

工程力学
,

了(i ) ( 29 90 )
,

s 一17
.



忠�牛一9 78

N o n lin e a
r in g

o f t h e S h a llo w S P h
e r ic a l S h e lls w it h

V a
r
ia b le T h i

e
k n e

s s u n d
e r

A
x is y m m e t r ic a l L o a d s

N iu Z h o n g
一 r o n g

( j
”s *‘亡。才e o

f 入P P I‘
ed M

ee h a 。‘es
.
H
e
f
e ‘U n ‘v er sitg o

f 7
’
e

e
h

o
o 之o g u

,

H

e

j

e ‘)

A b stra e t

B a sod on th e d iff eren 七ja l e q u a t lo n o f t h
e n o n lin

c a r b
e n d in g

o
f
s
h a l lo w s p h

o r i e a l

s五e 115 w ith v a r ia b l
e th iek n ess u n d e r a x is y m m

e tr ie a l lo ad s
. th is p ap

or s七u d io s t h
e

n u m e r ie a l s o l
u t io n o f t h

e n o n
l i
n e a r d if f e r

o n t ia l
e q u a t io n b y m e a n s o f in t o r p o l

a t in g

m a t r ix m e t h o d
.
T h o a n a l y s is o f t h

e r e s u
lt
s in d i e a t

e s t h a t t h e s u g g e s t e d m
e t h o d 15

e蕊s y : 0 i m p l
e
m
o n t a n d

o
b t a i n s t h

e s a m
c

h i g h a e e u r a e y f o r b o t h t h
e

d i s p l a
e e

m
e n t s

a 妞d t h
e

i n t e r n a l f o r
e e s

.

多

K e y w o rd s s五a llo节 sp h er iea l :h c ll
, v a r

i
a

b l

o
t h i

e

k

l z e s s
,

n o i l

l i

n e a r a n a
l y

s

i

s ,

i

n
t

.

e : , o -

l
a t i 且‘ m a t r ix m o t h o d


