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摘 要

本文用凯里- 克莱因参数的新矩阵来表示刚体连续几个有限转动的合成
,

导出这种矩阵乘法可

易性为一 般规则
,

片润此法简便地证明了刚体有限转动定理
.

文中所得结论简明
、

易记
,

对
一

计算

载体姿态具有实用价值
.

盆

关. 词 凯里二克莱因参数 刚体 有限转动 载体姿态
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全
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用矩阵

[K 」一「
“ 刀 1

-

L 一方肠 a 价 J

a + ib

一 G + id

‘+ id

a 一 ib
(1

.

1 )

表示刚体由方位I( Ox 万z) 转到方 位I
’

(Ox
, 夕,才)的坐标变换矩阵

,
式中

a ,
刀

,
一刀

肠二 v , a 关 =

d称为凯里
一

克莱因参数
,
且满足护 + 护十 。“+ 少 ~ 1

.

在计算刚体连继几个有限转动的合成转动时
, 其转动顺序不可 交 换

,

因 此 矩 阵 乘 法

〔K
:〕〔K : 〕是不可易的

,
这就给计算载体姿态带来了不侧一文献〔1] 较成功地引进了四元数矩

阵乘法
,
文献 [2 〕应用 了文献〔月的四元数矩阵证明四元数矩阵乘法的可易性

,
而文献〔3 」则

应用四元数理论证明了刚体多次有限转动合成的可交换性定理
.

本文将引进 凯里
一

克莱因参

数的一种新的矩阵形式
,
并导出这种矩阵乘法可易性的一般规则

,

这些规则简明
、

易记
,
且

便于计算机运算
.

二
、

凯里
一

克莱因参数新的矩阵形式

将代表
,
个连继有限转动及其合成转动的凯里一克莱因参数分别写成列阵

{K
‘} = [a ‘ 局 一刀犷a 犷〕,

(i= 1 , 2 ,

⋯
, ,

)

钱伟长推存
.

国家目然科学基金助课题的子题
。

该文曾收进国际一般力学会议论文集(1 9 91 )
.
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褪K } = 〔a 刀 一刀
关
刀
朴〕

,

设” 二 2 , 则 〔K 〕一 〔K
、

」〔K
:

〕,
将这个关系式写成二种形式的矩阵相零

(2
.

2 )

一刀r o
’

a 萝 O

o 一刀萝 o a ;
!

‘
一

阵{一⋯ (2
.

3 )

l!‘IeeL

一一K

a : 一刀誉 0 0

誉 0 0

〕 a : 一刀竺

a 1

刀
1

一刀犷

a 萝 {
一“‘2’““ }

(2
.

4 )

刀
: a

a几00
一一K

比较式 (2
.

3) 和 (2
.

4 )
,

侧得

{K }二M (1 ){K
:

} = K (2 )
+

{K
,

}

从矩阵M (1
一

)和M (2)
千

的表达式可知
:

1
.

矩阵M (功和M (2 )
+

的行列式均不于零
, 这意味着它们都是满秩的

.

2
.

异名矩阵 (一个带 + 号
, 另一个不带 + 号) 其顺序可以交换

,

即

(2
.

5 )

M (2 )M (1 )
十 = M (1 )

+

M (2 )

M (2 )
+

M (1 ) = M (1 )M (2 )
+

(2
.

6 )

三
、

凯里
一

克莱因参数新矩阵乘法的可易性

如
n 一 2 ,

从式 (2
.

5) 可知 , 它们相乘的顺序可以互易
, 即

M (] ){K
Z

} = M (2)
干

{K
l }

M (2 )
十

和M (峥的结构不同
,
这种可易性称为形式可易

.

如
n 一 3 , 则

〔K ] 二 〔K
l

] [K
Z

] 〔K
3

]

取结合式 [K ] 二 〔〔K l] [K
Z

〕] 〔K
3

〕, 则

{K }= M (3 )
+

M (1 ) {K
Z

} = M (3)
十

M (2 )
十 {K

、

}

取结合式 〔K 」= [K
l

] 〔[K
:

] [K
:

〕〕, 则

笼K }二M (1 )M (2){K
3

} ~ M (1 )M (3 )
+

诬K
Z

}

联立式 (3
.

2 ) 和 (3
.

3 ) 可得

{K }二M (t )万 (2){K
3 } = M (1 )M (3 )

十

{K
:

}

~ M (3 )
十

M (2 )
+

{K : }

如
n 二连

,

则

[K 〕二 〔K
l

〕仁K
:

〕[K
。

〕〔K
‘

〕

分别取结合式

[K 〕= 〔〔K
;

〕[K
:

」[K
3

〕〕〔K
‘

〕

和

’

(2
.

5 )

(3
,

1)

(3
.

2)

(3
.

3 )

(3
.

4 )
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〔K I= 〔K
l

〕〔〔K
Z

」[K
。

」[K
4

」」

并考虑到关系式 (3
.

4 ) 可得

{K 圣= M (1 )M (2 )M (3 ) {K
4

蛋= M (了)阿 (2 )几了(
一

里)
十

{K
。

卜

二M (
‘

选)
十

M (1 )M (3 )
今

笼K
Z

}二M (4 )
+

M (3 )
小

M (2 )
+

笼K
,

} (3
.

6 )

综合上述
,
可得下列互易的一般规则

:

1
.

相邻两个异名矩阵
,

其乘积顺序可以交换
,

即

M (l)M (。)
+
= M (。)

+

M (l) (3
.

7 )

2
.

与列阵 {K 耐相邻的矩阵M (l) 或M (l)
十 ,

要进行I与。互易时 , 必须 同时改变M 的名

称 (带 + 号时改为不带 + 号
, 不带 + 号时改为带 + 号)

,

即

M (‘)
‘

{K 仍 }一M (m ) {K
! } 下

M (l){K
。} = M (m )

十

{K : }

{K }的任意形式总可以 由基本形式

(3
.

8 )

{K }二M (1 )M (2)⋯M (
。一 ’) {K

,

}

根据互易规则 (3
.

8) 和 (3
.

9) 而得到
.

这些规则对于刚体任意个连续有限转动的合成都是正确的
.

(3
.

9 )

四
、

用凯里
一

克莱因参数新矩阵证明刚体有限转动定理

没刚体绕过定点O的相交轴作两次连续转动

{K
1

}一 [al 几 一姗 “们
,

下
通K

Z

} = [ a
:

方
: 一刀誉a曹]

,

(4
.

1 )

其顺序合成和逆序合成转动可分别写成

{K } = M (飞) {K
Z

} = M (2 )
十

{K
,

卜

{K
,

} = M (2 ) {K
,

} = M (] )
十

{K
Z

}

上述两个有限转动合成 结果的差异用 {八K } ~ {K
‘一 K }表示

{AK } = [M (2) 一M (2 )
十

j{K
,

}

将式 (1
.

1 )
、

(2
.

2 )、 (2
.

4 )代入上式
, 即得

(4
.

2 )

(4
.

3 )

、.........尹
al几户时

一

/了.......,.t、、、......,,
"

0 刀誉 刀
: 0

一 刀
: a Z 一 a 曹 0 刀

2

一刀萝 o a
曹一

a :

刀誉

0 一刀萝 一刀
: o

(4
.

4 )

/才...welse、
、

一一

、、......少
iAbiAdiAd:’Ab+++

一a‘‘口AA八A

一

Z才..lwe

l

将a ‘= a : + ib ‘
,

刀
‘= 。‘+ fd : ,

刀份=
。‘一 id ‘,

A a = o ,
A b = 2 (

。:
d

; 一 “ ,
d

Z

)

a 寸= a ‘一 ib :
(l二 ] , 2 )代入下式

,
得

A o = 2 (d
Z
b

, 一 d
l
b
Z

)
,
A d = 2 (b

Z 。 , 一 b
: ‘:

)
} (4

.

5 )

由八
a = o可知

, 合成转动的数值
a ,

a, 与转动的顺序无关
; 八b , △。

, △d表示两个合成转

动转轴位置的单位矢三个分量差
,

且不同时为零
,

说明转轴的位置
、

刚体的最终姿态均与连

续转动的顺序有关
.

所以刚体有限转动定理得证
.

用此法证明比文献〔4] 用欧拉参数法证明简便得多
.
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五
、

算 例

假 没
x , , ‘ : , x 。

为刚体三根互相垂 改的油
,

三个连续转动
*

厕子绕
.

油 x 。, 二 : , 二 ,

转过 )〕。
。

这时

汀
a , 二 c o S 4

b
l 一 “‘n

了
, a l 一 o ,

“
!
一。,

兀
a Z = c o s 丁

b
Z
一 0 , 。2 一 s ‘n 丢

,
d

Z
一 0 ;

汀
走公。 一 C o g

4

b
。一 0 , 。八

一 o , 了
‘
3 一 : ‘n

浪

汀 2
,

‘1 + 忍) , 不, l 之 U 5 iJ犷已 U , a r = 之 ‘
’

一 忿) ,

O乙斌2
一一

餐2
a

9自�2
一一

井2门尸
9自斌2

一一八

刀
。 二 i

。犷 ( i 二 1 ,

斌 2

2

。:一
,

忆
2 , · : 一 :

,

2

9自9自O乙斌2澎2斌2
“ x

=

a 二二

根据
‘, ‘,

刀
‘,

刀护
? ,

:\) 的数值
, 即可求得

、、
,

}一

〔忆
2 (飞+ 、) 。 。

宁
(l~ 一

叮
,

了翎l‘IJ澎 2 斌 2 澎 2 澎 2.r!es

一一K

抓丹一

{忆
2

《
2 丫 艺 斌 2

-

2 2

乍

!
. ...皿.,........,

!!I
J月.碑M Z

,
_

、 . 八

矛
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十

落)
乙

。

忆
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J二
9�材

。

。
,

。

嗜
2

一

(
1 一 ‘)

八UO

r......,...!11
.
11
.!

!
七

几了戈} ) 十 一

双厄

2

d足日月当,抽弓

飞||州月J习00材
�
2

�

澎
�

2M
一

(2 ) 一

⋯
}

斌 玄
2

r

!!

⋯
......、

以 牙
2

M (2 )
+
=

斌 2

2

八UOO�nU

、.......口l....we.

一2
一2

0斌20矿2

研20

2一2斌20斌20
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川1 |||划o�20材一2
9自斌2

0
,口斌2

斌 2

2

M (3 ) 二

斌 2

2

材 2

2

�由该连续转动的顺序可将式 ( 3
.

4 ) 写成

{K } = M (3 )M (2 ) {K
:
} = M (3 )M (1 )

+

{K
:
}二M (1 )

+

M (2 )
十

{K 3 }
.

将 {K . } ( i = 1 , 2 , 3 ) ,
M ( 1 )

+ ,

衬 (2 )
,

M (2 )
十 ,

M (3 ) 代入上式
, 并分别算出 连等式的各

组成部分
,
得

T
飞lesee、 ( 3 )。 (2 ) {、

,

卜「雀
玄

雀
2 斌 2 以 2

rJ月111“ 〔3 ,“‘( ,
, “K

Z ; 一

l
以 2 斌 2 斌 2 澎 2

牙J ..卫l

�2
�

今自
M ‘”

‘

M ‘2 , “K
a

, 一

l
斌 2 斌 2 斌 2 斌 2

这是我们所预想的结果
,
所以该合成转动为

一
2斌2

‘

二
、

「斌 2
‘丈、 卜二二 l 一 一

L 2

斌玄 斌 2
-

2 2

它恰乎表示绕 x :
轴旋转 90 :

如果用 〔K 〕二 〔K
3

〕〔K
。

〕〔K
l
〕直接运算

,
也可以得到同样的结果

.

川

[ 2 ]

[ 3 ]

穿〔4 ]
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