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摘 要

本文详细讨论了Z ,~ 等变奇点理论的基本概念
,

范式和万有开析的求法
,

井具体给出了非退化

情况下2
3一等变奇点的范式和万有开折

.

它们为研究周期参数激励系统的亚谐分叉提 供 了 一 种方

法
.

关幼润 Z 厂等变 奇点 比振分又 参激系统

一
、

引 言

参数激励系统是工程中的一类 重要问题
.

它的控制方程
,
例如 M at hi e u 方程

,
就是周

期非自治系统
.

在讨论该系统的亚谐共振分叉时
,
结合它的时间对 称 性进 行 L ia p u n o v -

s c h m id 七约化
〔‘’, 就得到Z

。一
等变的代数分叉方程

.

为分析该分叉问题
, 必须建立 玄

”一等变

的奇点理论
.

虽然利用奇点理论讨论分叉问题已有一段时间
,

但利用对称奇点理论还是最近的事
, 甚

至对称奇点理论本身仍处于发展之 中
.

S a七U n g er
〔2 ’
首先讨论了这个问题

,
后 来 O ol u bi

-

七sk y 【‘’
完整地给出了紧李群作用下奇点理论的一般结果

, 他 的 重点放在紧 李群 为 O (2 )
,

5 0 (2 )
,
2

2 ¹ 2 2 ,
刀

。

的情况
.

B u z a n O 〔“’
在讨论直杆屈曲问题时更具体给出了二面体 群 D

: -

等变奇点的范式和万有开折
.

本文讨论循环群 Z ”

作用下的奇点理论
,

其中第二节讨论莫域上

几
一
等变映射

,
第三节讨论Z 。一

等变奇点的一些基本概论
,

第四节以
n = 3为例给出了具体的结

果 , 一最后一节给出了进一步研究和应用的说明
.

二
、 z n 一

等变映射

‘
, . ‘

_ _ _ k, ~ 「 「
.

Zk 汀
一1 . 。

“
、 二

、 _
. 、 ,

_
、 . _ , ,

~ _ ~
, ‘ ~

没有馆坏称 肠一飞
”xP }

_ ’ 。 _

卜
“一” , 土 , 乙,

”
’‘一 ’

介 匕拨称准作 用 仕 只 项 七

_

仁:

国家自抄科学基金资助项 目
。
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e x p

〔
*

令}一
e x p

!分〕
‘
·〔C ,

·

而川
z ,

幻 : C X R 令 C是无限光滑的映射
,
满足

(i )g 关于
: 是Z

。一等变的大那
/

_ _ _

「
.

2家,

g 气
e x p L

’
一

。

J
之 ’

. ‘

一
_

察

今
一六
命犷

一

弘‘
,

A).

(11) g 以 (0
, o ) 为奇点

,

即

g (0
, o )二 o ,

(d g )
(。 , 0 ) ~ 0

.

本节讨论Z
, 一
等变映射的一般形式

.

由于凡是分叉参数
,
在讨论等变性质时不起作用

,
故

暂时予以省略
.

定理2
.

1 2
, 一

不变的复值多项式构成复域C上的环
。。
(Z

”

) = {l (
“ , 。 ,

动
,

f是关于
“ , 。 ,

切的复系数多项式 } , 其中
“ = z 万, 。= 砂 + 砂

, 切二‘(砂 一 男” )是生成元
.

证明 设有关于
“ , , 的多项式 了仕

,
动 一 兄aa , za ,

今 据 z
, 一 不变性

,

a , 声

,(
e X p

[
‘

犷」一
p

〔
一 ‘

擎」
“

)
一“一 “,

, 就有

￡ 二 , 之
·
: ,

卜
x p

「
‘

擎(a 一夕)〕
一 ‘

〕
一 。

0 , 产 一 一

欲aa , 钾 O, 只能a 一刀= 士如
, 那么 ,

了(
z , 玄)一名

a , + 。, , , (
‘忍)声:

t ”

+ 乙
a 。 , 。 , , ,

(炸)
,

(无)
奋“

注意到
: : ,

一 (
二二

)
· , Z

一么(
。一 i“,

所以
“, 。 , 叨是f在C上的一组生成元

.

下面先叙述引理
,
再证明z

。一

不变的实值多项式的一般形式
.

引理2
,

1 〔‘
“

’

设紧李群r 按标准作用在c 上
,
如果N

: ,

⋯

环的生成元
, 那么 R e (N

、

),

项式环的生成元
.

⋯ , R e (N
。

)
,
Im (N

,

)
,

⋯
,

,

N 。

是C上复的 r 一不变多项式

Im (N
.
)就是 R 上实的厂

一

不变多

措用引理2
.

1 ,

立即可以验证
:

推论2
,

1 2
, 一不变的实值多项式构成 R 上的环。, = 仃 (u

, ” ,

叻 f是关于
。 , ” , ‘ 的实

系数多项式 }
,

它的生成元仍是
“ , ” , 功

.

现在说明Z
, 一
等变映射的形式

.

引理 2
.

2 2
, 一

等变映射的集合E (Z
,

)是 由z , “
” 一 ‘

在舜 (Z砂上生成的模
.

即总存在 P
, q 〔

。o (Z
,

)
,

使得E (Z
。

)的元 g (二 , “) = 力(
“ , 。 , 叨)

“+ 口(
u , 。 , , )乏

恤 一 ‘ .

证明 令
g (

: ,

据Z
。一

等变性
,

就有

: )二 乙
a 。

, z 口乏声,

E
a 。

,

口 ’产

: · : ,

(
e x p

l
‘

犷
(a 一 。一 ‘, 〕

一 ‘

)
一 0

.
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欲a 。
, 午 o , 只要

a 一刀一 1 = o (m o d ,
)

,

因此

“‘
一

, 一

{只一
‘·”, “‘

·” , ‘

}
·

+

{军
·

一
‘一 ,

·

(二)
!

}
乏
一

易见
, 2 , 忍” “ ‘

前面的表达式是 由”
,

砂
,

砂生成的复系数多项式
,

就是复值的乙
一不变多项

式 , 那么总可以从句 (Z
。

)里找出两个元素P和 q ,

使结论成立
.

上述结果说明E (Z
。

) = {P (
。 , 。 , 功)

z + g (
u , 。 , 功) , 一

‘: P
, g 〔e 。

(Z
。

) }
,

虽然 。
(Z

”

)的

生成元不能再减少了
,
但E (Z 砂里元素的表达式还可以进一步简化

.

定理2
.

2 E (Z
,

) = {P(
“”)二+ Q (

。 , 。
), , 一 ‘: P , g〔e

(Z
。

) }
,

其中
e
(Z

,

) = {f(
“v
)

:

f是关

于。 , 。
的复系数多项式 }

,

它是
e 。
(Z 刁的闭子环

.

为证明该 结果
,
先做一个准备

.

引理2
.

3 功 ,z
, 功

,

护
一’

是Z
。一
等变映射

, 那么总存在Z
, 一

不变的多项式f
‘
(
“,

司〔川Z
,

)
,

= 1 , 2 , 3 , 4 ,

使得
:

功 , z = f
:
(
。。
)
: + f

Z
(
。。
)忍

, 一 ‘

二
护

忍” 一‘= f
3

(
“。
)
: + f

‘

(
u 。
)乏

” 一 ‘

这里
: 是任意非负整数

.

证明 当, = 0时
,

结论显然成立
.

当r = 1时
, w z = (i

”
)
z 一 (21

“
)牙

“ 一‘

切万
” 一 ‘= (2 1

。” 一 ‘

)
2 一 (‘

。
)万

” 一 ‘ .

以下按数学归纳法容易验证最后的结果
.

最后把引理 2
.

2和引理 2
.

3结合起来就得到定理 2
.

2
.

下面叙述几个有用的结果
.

推论2
.

2 把Z
。一
等变的多项式的系数分为实虚部

,

得到
:

户(
“ , v ) = P

l

(
“ , 。

)+ iP
Z

(
u , 。

)

q (
u , 。

) = q l

(
。 , 。)+ iq Z

(u
, 。)

其中P
l ,

P
Z , q l , q Z

是实系数的Z
, 一不变多项式

,

则

g (
: , 万) = [户

飞

(
。 , 。

)
之+ Q l

(“
, 。)乏

” 一 ’

〕+ f [力
,

(。”)
: + 口

2

(u 。)万
” 一’

〕
.

推论2
.

3 如果 (0
, 0 )是 g (

二 ,
几)的奇点

,
贝I!

( 1
一

) n = 1 , g (o
, o) = o ,

(d g )
‘。 , 。) = 0

(2 )
” , 2 ,

P (0
, 0 ) = 口(o

, o) = 0
.

(3 )
n > 3 ,

力(0
, 0 ) 二 0

.

如果我们定义原点邻域内相等的多顶式类为芽
,

‘

就把在原点为零的芽多项式集合记作为

U
二 , 几 , 而 e : , *

表示原点邻域里的一般多项式芽集合
.

三
、

z n 一

等价
,

限制切空间和切空间

本节讨论 Z , 洲
等变奇点理论的基本概念

.

定义 3
.

1 设 g ,
丙〔E (Z

。

)是Z
, 一
等变的分叉问题

.

称 g 和h是 Z、等价的
,

如果存在可逆的

坐标变换 (
: ,
幻” (Z (

: ,

幻
, 刀 (劝 和映射芽S (

二 ,

幻 满足 :



g (
z ,

几)

其中Z (0
,

0 )

何 国 威 方

=
,

夕(
z ,

几)hZ (
z ,

几)
, 、

4 (几))

= o ,
“·

生(0 ) ~ 0 ,
刀

‘

(0 )> 0 ,

且对一切
r〔Z

, ,

(a ) Z (
r z ,

久) =
r Z (

: ,
几)

(b ) S (
r z ,
几)

r = r s (:
,
只)

(e ) d e 七S (o
,

o ) > o ,
d e七(d Z )

‘。 , 0 )> o

都有

(3
,

l a ,

b
,
e )

引理3
.

飞 满足 (3
.

lb) 的无限光滑的芽S (
z ,

幻构成旧(2 .) 上的模
, 其生成元为

:

、
_

召浏 , 功 ,

又功 = 矛匆 ,
又功 = 砂”勿

,

又w ~ 广功
.

证明 设有线性映射

S (
z ,
几)。 二万

a , 、
(之)

: , 乏今口+ 习刀
, r z 了牙士勿

其中内
。

(幻
,

几
。

(幻是复数
.

据条件(3
.

lb) 得到

_
, . 、

「
, , , 、

2汀
.

飞
, _

, .

石 a , 。戈凡)毛 x P } (j一 Ie ) _ , l之
才之

“

功
l 了‘ _ 叮

_

一
, 八

。 、

「
. ,

~
、

2 汀
.

〕
,

又

+ 创户, “又人) e X p l
_

吸, 一 “一 乙)
_ 。 ’

]
z ‘乏

’

仍= ”

那么
, a , 。 = o ,

除非j= k (m o d n ) , 刀
, 。三 o ,

除非j二 k + 2 (m o d n
)

.

删去系数为0的项 以因子
“一骊

,

就发现S (
z ,

劝功可以 由下述生成元表示
:

功 , 2 2勿 一 乏l”叨 一 之 l” + 2功 一 乏l” + 2勿 , 2 1”出
.

注意恒等式
:

: ‘. 切 = (
z ”
+ 乏”

)
: “一 ‘’”。一 (

z 忍)
” z “ 一 , ”功

乏‘介功 = (之‘
”

+ 乏‘
界

)。一
z ‘. 功

: ‘” 十“勿 = (
: 刀

+ 忍
”

)
之“ 一 ‘” + 2功 一 (

: 乏)
” z “ 一“’”劝

乏“ 十 ’)” 一 “历 二 (
二‘” + 乏‘

’

)乏
’ 一 2 勿 一 (

z 忿)
’ 一
、“ 一‘) “ 一“劝

二” + “历 = (
z ” + 乏,

)
: 2历 一 (

: 万)
“乏”

一 2 历

进一步删去多余的项及
。, 。

因子
,

就得到生成元S , , j ~ 1
一

, 2 , 3 , 4
.

引入不变坐标〔P
,

创 ~ 力(卿)
: + q (如 )乏

” 一 ‘,

就可以把S ,
表示为

:

5
1 9 = g = [p

, 口」

5
2 9 [ u尹+ ”奋

, 一 u口]

5
3 9 ~ [“

” 一 ’
互, 尹〕

5
4 9 = [ v p + u ” 一 ‘q , 一 u p

(3
.

2 )

、...、
‘

!
r

下面计算识别问题需要的限制切空间尸T (g
,
Z

,

)
,

它是e( Z 劝下 由S
: g ,

⋯又g ,

(d 动 X : ,

⋯
,

(d 助X
。

生成的子模
,
并且5

1 ,

⋯
,
S

: ,

X
, ,

二
,

X
:

是满足下迅式子的生成元
:

刃 (Z
,

) =
。
(Z

,

)<5
1 ,

⋯ , S
‘

>
, 一

U (Z动~ ,
(Z刁<X

l , ⋯ , X
:

>

定理3
.

1 R T (g
,

Z
,

) 是
e
(Z

。

) 上由下述芽 生成的子模
: [P , g 〕

,

[“ , + ”叨
, 一呵」

,

〔“
”一 2
口

,

矛]
,

[。P+ “” 一 ‘g , 一 “P〕
,

[Zo p
“
+ 。刀p

,

+ p
, 2”Q 。

+ 。口q ,
+ (n 一 1 )q ]

〔。 p
。
+ Zn “一

‘
p

,

+ (n 一 1
一

)
“一

Zq , v g
。

+ Zn 。” 一 ‘q ,

+ p 〕

证明 取 g (
: , , )二户(

“ , v
)
‘+ 。 (

“ , 。) ,
” 一 ‘, 直接应用 (3

,

2) 就得到前 4个生成元
,
而

定理2
.

2 巳给出X
; 二 : , X

Z
~ 砂

一 ‘, 就可以算出
:

(g
:

)
: + (夕乏)茗= (2

“P
。

+ P+ n ”P
,

)
“+ (2

“Q 。

+ , ”q ,

+ (
n 一 1 )口)艺

, 一 ‘
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(g
:

)忍
, 一 , + (g 万)忿一

‘二 (2
, : ”一 ’p

。

+ ”p
。

+ (
n 一 1 )

。” 一 Z q )
: + (p +

。q 。 + 2、
” 一 iq ,

)万
, 一 ’

把这些结果写成不变坐标的形式
,

得到结论
.

推论3
.

1 把第五个生成元减去第一个生成元
,

得到简化的第五个生成元 〔2
“P

。

+ 训P
。 ,

2 “q 。
+ n o q ,

+ (”一 2 ) q l
,

其余的生成元照旧
.

最后给出证 明 开 折 定 理 需 要 的 切 空 间 T (g
,
Z小 即 : T (g

,
Z刁 = R T (g

,
Z劝+

R { (d 夕)Y
l , ⋯ (d g )Y

. , g , 夕* , 元s * ⋯ }这里的 Y ,
满足

: E (Z
。

) = U
。 , 、

(Z
,

)¹ R {Y l ,
⋯

,

Y 。 } ,
由于F i x (Z

一

) 二{0 } ,

那么E (Z
,

) = U
二 , : (Z

二

)
.

定理 3
.

2 T ( g , Z 户= R T ( g , Z 砂¼ 。 ; {g 几} ,

这里
e :
表示以几为自变量的芽 集合

.

推论3
.

2 如果 g ; ,
⋯

, g ‘
是T ( g , Z砂 在E (Z 刁 里补空间的一组基

, 则 g 的万有 开折

为
:

g + 名
a , 夕,

其 中 内是开折参数
.

四
、 n 二 3 : 2 3一

等变的奇点理论

有了以上理论准备
,
我们就能具体导出几

一
等变奇点的范式和万有开折

.

其中
。
《 3可用

于强共振亚谐分叉问题
, n 二4是临界情况

, 。> 5为弱共振的 情况
.

本节只讨论 Z 。一
等变奇点

的具体结果
,
其余情况参见有关文章“二

.

设 g (z , 几) : C x R o C是Z 厂等变的分叉问题
,

刀I东么 g ( z ,
凡) = 夕( u , 。 , 几) z + g ( u , 。 ,

几) 乏
2 ,

其 中
“= z 乏 , 。 = 二3 + 乏3 , P , q 〔。 (2 3

)
.

引理4
.

1 令P 3 = [U 。 , 。 , ; , 。。 , 。 , *
」

,

若下述非退化条件成立
:

口(0 , 0 , o )年 0 , P*

(o
, 0 , 0 )

:

殆 0 ( 4
.

1)

则有 R T ( g ,

Za ) = 尸3 .

证明 由推论3
、

1给出R T ( g ,
玖 )的生成元

,

容易看出R T ( g ,

姚) 一尸
3 .

现在要证明尸
3

C

R T 勿
, 2 3

)
,

据中山引理 “ ’,

只须证P 3

C R T 匆
, 2 5

) + P 3 ·

U
。 , 。 , : .

把R T ( g , Z 。

)的生成元以 U
。 , 。 , * ·

尸
:

为模
,

用尸
。

的生成元表示
,

得到下表
:

一二 -
- - - - - -

- -

一
〔“ ”〕 { 〔盯

, _ 、

0“ ! 〔几
,

_

0〕 {一 10, 万l]一
LP , q J 力

,

( 0 ) 一 P 。

仁0 ) 力之( 0 ) 力( 0〕

[ , 沼f 」
一
。互

,

一 ; ,互] 0 互(0 )
, 0 0

[u
厦

,

歹一 互(。) } 0 0 0

[ : , P + : q ,

一 。Pl q (0 ) 0 0 0

fZ : ,夕
。

+ 3。户。 , Zu g 。 + 30 9 。

+ 叮J ZP。 (0 ) 3P (0 ) 0 宁( 0 )

〔
。户

。 + 6。 , 户
「

+ z“g , 。,
、

+ 60 2 ,
。 + 夕3 2、(。) 户 ( 0 ) 0 0

对第一
、

二
、

五
、

六行组成的子矩阵求行列式
,

就得 到 2奋(0) 0 2

(0) P * (0)
,

据 非 退化 条件

(4
.

1)
,

知该行列式不为o , 那么表中的系数矩阵的秩为4 ,

做相应的逆变换
,

就把尸
。

的生成

元用R T ( g , 2 3

)的生成元以U
。 , , , ;

·

P 3

为模表示
,

即 (4
.

2) 成立
.

综合以上两方面
,

就得到结论
.

定理4
.

1 (识别问题) 在非退化条件 (4
.

1) 下
,

a( z ,
幻 是 2 3一

等 价 于 N 3

(z ,
幻 =

(。,

+ isz )肠+ 妙 ,

其中
e l ,

气是确定的实常数
,

且
: 老+ 。 ; = 1 .



何 国 威 方 同

证明 令夕‘(
二 ,

几) = 〔P
:
(0 )+ t (P

,

(0 )
: + P

”

(0 )”+ 甲(
u , ” ,

几))
, g (0 )+ t功(

。 , ” , 几)〕
,

这

里甲
,

功〔尸
。

·

U
“ , , , * .

由引理 4
.

1知R T (g
‘ ,

乙 ) ~ 尸
3 .

取 t = 。及 1 ,

就有

R T (g
。,

2
3

) = R T (9
1 , 2

3

)

注意到g : = g , 就得到g 的2
3一
等价式子 g 。 .

引入标度变换
: Z (

z ,

幻 = 夕
,
汉(幻二似

,
这里占是复数

,
且 }引

“

> 。, 0是实 数
,

且 0 >

0
.

把它们代入 夕。,
得 到 夕。(

二 ,
几)二 (户

*
(o )0占)凡

: + (。(o )互
“
):

“ .

取互
2
= 1 / 。 (o )

,
0二

l斌口扭)/ 户
*
(o ) ]

,

那么 。(0 )互
2
二 1 ,

户
*

(0 )口若=
。 ,
+ ‘。

: ,

这里

、几、!
产。; 一 R e

{ 州
0)

.

/ 曰
久
(0)

、

V 女(0 ) / l丫 口(0 )

已2 一‘m
{了

‘

;货/ !子
“

;:;
)
1} }

(4
.

3 )

所以
, 夕(

z ,
几)是 Z厂等价于N

。

(
: ,

几)的
.

说. 定理4
.

1里的
e ,
和。2参见(4

.

3 )
.

定理4
.

2 (开折定理) N
。

(
z ,

幻的Z
。一

余维数就是o ,

因此在非退化条件下
,

引均万有开

折就是N
3

(
z ,
几)

.

证明 由定理 3
.

2知
:

~
、 , 。

、 , 、

~
、 , ~ 、

f 口N
。

、
I L‘v

3 , 乙 3
) = 代I L‘v 3 , 乙3 ) + ‘几

飞 。龙
“

少
= 〔U

。 , ” , ; , ‘。 , 。 , ;

〕+ 。; [:
,

+ 10
2 , o ]

, E
二 , ;

(Z
。

)

所以C o d im : 。
(N

3

) = o ,

结论成立
.

五
、

结 束 语

本文详细地讨论了Z
。一
等变奇点理论的基本模念

, 识别问题和万有开拆的求 法
, 并具体

地给出了非退化的2
3一
等变奇点理论 中的范式和万有开折

.

进一步地
,

我们还 可以讨论退化

情况 , 以及按极坐标或转迁集导出局部分叉图
.

以 Z
ft 一
等变奇点理论做基础

, 就可以从数学上严格地讨论周期 参 数 激 励 系统的亚谐分

叉
,

具体地给出各种分叉图
, 对一些实际工程振动问题

, 如回滞 ,
突跳

,

多稳态等
,
做出合

理的解释
.
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