
应用数学和力学
,

第14 卷 第 9 期 (1 9 9 3 年 9 月 )

A p p lie d M a th e m a t i o s a n d M
e o h a n i e s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

奇异摄动半线性抛物方程的数值解法

吴启光 李继春

(南京大学数学系
,

1 9 9 2年 4 月30 日收到)

摘 要

本文我们讨论了一维和二维奇异摄动半线性抛物方程
,

我们利用直线法和精确差分格式在非

均匀网中上得到了数值解
.

而且还证明了关于
￡
的一阶一致收敛性

.

关, 询 一致收敛 抛物方程 非均匀网格

一
、

一 维 问 题

引言

这节我们要求解如下问题
“Zo t 二

一 u : = j(
x , t , u )

,

(
x , 才, u )〔(o

, 1 ) x (o
,

T )又 (一阅
,

+ co ) (1
.

1 )
u (x

, 0 )一 g (x )
, u

(0
, t) = u (“

, t ) = o
、

(1
.

2 )

对此问题
,

很多人广泛地研究过它的渐近展开
,

但如何求出它的数值解却研究很少
.

这

里我们将利用直线法和精确差分格式在特殊的非均匀网格上构造一个差分格式
,

并证明关于

“
有一阶一致收敛性

.

设f充分 光滑
,

抓。) = 叭 峥一 。
,

且

f
。

(
x , t , “

)> 。 > o (1
.

3 )

其中 。是一个正常数
,

则由T re n o gi n 〔’二,

问题 (1
.

功、 (卜 2 )存在唯一 的解
.

解的估计

定理1
.

1 对
“ , “ : :

一 u , = f(x
, t , u )

,

若
u 〔C

,

(D )
,

在r 上。) 0 ,

且
.

L
, 。 = 。Z u : :

一 f
o u 一 u :

镇 0 ,

则在 D 上有
“
(x

, t)> 0 ,

其 中D = [ o
, 1〕X [ 0

,
T ]

.

证明 若在某点
“
(
x ,

t) < 0 ,

则 u

必在一点 (x
。 , t。 )〔D 达到负的极小

,

由 假 设 就 有

L
;。
(x

。 , t。)) o ,

由此定理得证
.

定理1
.

2 对解
。
(
x ,

约有

{u
: ;

(
x , t ) }《C ((

x , t )〔D
,

k = o , 1 ,
,

2 )

!
。 二 ,

(
x ,

t ) }戒C {1 + 。一 je x P(一
a x / 。 )+ 。一 了e x P (一 a (1 一 x

)/
e
)} (j》 o 、

其中 C为不依赖
￡
的正常数

.

证明 对 (1
.

1 )利用中值定理
、

有

L “二。Zu : :

一 f
u 。“一 。。 = f(

x , t , 0 ) (1
.

4 )
( 沫
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令 。 。

(
x , t) = C干。

(
x , 亡)

,

则 C 充分大就 有 L、
t

( o , 切 王

}
:
》 o

、

由定理 1
.

1则有 }“(x
, t) }

《C
.

下面我们来估计
u : .

对 (l
.

1) 关于 才微分
,

并令P = 。. ,

则有
。2

九
;

一 P
‘一 l. p = f

。,

利用定

理 1. 1和(1
.

3) 就得 }
。‘
l《C

.

类似地有}
。
川 ( C

.

现在我们估计
“分

.

由(1
.

1) 知
u
满足线性方程

.

e Z。二 :

一 f
u 。“ = 。‘+ f(x

, t , o )

固定t ,

则。x 直接由D o o la n 〔3 〕
(第 2 节

,

引理 6
.

1 )
.

差分格式

引理 1
.

1‘
’1 若 L 3w 三。2叨 “

(t )一刀阴 (t) = 沪(才
, 切 )

,

势= f(t
, 叨 )一刀叨

,

常数 刀> 0 ,

给定的网格{t‘
,
‘= o ,

1
,
⋯

,

N
, t。 = o , t二 = 1 }上

,

它的解切 (t)满足积分恒等式

(T 功 )
‘兰 a ‘w . _ , 一 。.。 ‘+ a ‘+ : w ‘+ ;

一

!叮:
_ 1·, 一(

·
, , (

一
, “

·+

J:}
“·“

·
, , ‘

一
,“

·

〕/
一

(1
.

5 )

则在

(1
.

6 )

其中功 : = 。 (t
‘
)

, a ‘= , 。h
一’

(甘么t
‘_ ;

)
, 下= 方

‘, 2

/ 。
,

i = ] , 2 ,

⋯
,

N 一 1 ,

且

‘ 。
= , 二 = 0 , 。‘= 下[ c th (, A t‘一 1

)+ e th 汗A t‘)〕
, A t‘= t‘十 、一 r‘并且 切l(t)

,

t‘十 ,

]上满足

L 3
(切l)= 0 , 切l(t

‘
) = 1 , 甲{(才

‘十 ,

) ~ o

L
3

(切矛) = o , 甲严(t
‘
) = 0 , 切梦(t

‘十 1

)= 1

下面我们将要利用直线法对(
’

.

1) ” (1
.

2 )构造差分格式
.

在直线 t ~ t , 上
,

(T
u
)
‘, 兰a ‘u

(
x ‘_ , , f,

)一
。。。

(
x ‘, t ,

)+
a ‘, , :

(
x ‘十 , , t ,

)

切万(t)在〔t
‘,

由(1
.

6 )得

盯
X ‘

_ i

, 卜
!
(
·

, , ,
‘
· ,“·+

兀:
“ ·, ‘

·
,‘

,
‘
·

,“
·

〕/
·’

其 中

劝, (
s
) = 沪

,
(
s , “

(
s , t ,

)) = f(
s , t , , “

(
s , t ,

))一如 (s
, t ,

)+
。。

(
s , t ,

)

选取 , ,
‘
·

, 一 , ,
(一 , +

〔“
, ,‘“, , ‘““

,

则有

口[
a ‘十 ;

(
u
(
x ‘+ 1 , t ,

)一
。
(劣

‘, t ,
))一

a ‘
(
u
(
x ‘, 寸,

)一
。
(
x ‘一 , , t , ))〕/ A“

一“ .

(
x ‘, t , )

t ,
) )+ 刀

·, 一‘
·

,“
·

仃:“
, , ‘“, , ‘““)

“·沈|人
�

= f (
x ‘, t , , 。

(
x ‘,

+

〔:
“ ·“

‘
’({:

.

“
,
‘“, , ; ““)

“·

〕/
‘△一

2

其中

势呢
_ : · , 一‘

·
,“: +

丁
X ‘+ z

* , ‘
·

,“
·

}/ez
=

一

, 二
誓

旦坦

因此我们得到下列差分格式
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刀
。 _ , 、 _ ,

_ _ _
_

、 : u ‘, J一“‘, , _ ,

入可 L“ ‘+ ’、“‘+ ‘”一 “‘” ) 一“ ‘、“‘’了一
“ ‘一 ‘” ’J 一

一
一入石

~

一

二 f(
x 一, 才, , 。‘, )

网格的选取及误 差估计

(1
.

8 )

令
。‘, = “

(
x ‘,

刀
么‘

t ,
)一 “. , , ,

由(1
.

7 )减 (1
.

8 )
,

则有

〔a ‘
, ,
(
。‘, , , , 一 。‘,

)一
a ‘

(
e ‘ , , 一 e ‘_ , , ,

)] 一 (
。‘, , 一。‘, , _ ,

)/ 八才
,

= f
。。。‘, + u 。

(
x ‘, t,

)
u
(
x ‘, t ,

)一
u
(x

‘,

△t,

刀J
‘J

.

, ~ —蕊

凸 6 ‘回
这里

X ‘_ i

切’一‘
·

,
(J

(, ,
); d :

)
d :产

!
‘一.,IL

一一
才J‘

侣J

+

〔:
“ ·“

·
,(J (, ,

)‘、: )
d ·

〕/
·’

利用带积分余项的 T a y lo r 展开式
,

则得

蠢
〔一

+ !

(
·‘· 1 , ,

一
, 一‘一 , 一 , ‘

一
, 心‘了一 心‘一 j一

A t ,
一 f

。。e ‘,

沼
一
自八一△

J (
s 一 t , _ :

)
u 。。

(x
‘, :

)d
s / 么t , +

改写成向最方程

A e , + B e , _ 、= J ,

其 中 A = (价
,
)为三对角矩阵

,

并且

(
1

.

9 )

a ‘口
a ‘ , ‘一 ‘= △d‘

一
, “‘’‘’ ‘= ““ ‘户/ 。G ‘

a 。, ‘

一 (
。‘+ a , , ,

)刀/ △“ 一
、

毛
一f

。。

凸压J

、 , .

1 1 、 、 二 、
、

.

”一“‘a g 叹瓦
,

)
, “ , 一 (“

, , , , ”
‘

, “’ 一 , , , )
’

容易得到

引理1
.

2 设A为行对角占优矩阵
,

a 。。
}) E I

a , , l
,

若a = m- in ( }a , 。 }一 乙 ia
。 , })

,

则

IA
一 ’

l二< 1 /a
.

, , , , 八 、 .

1
, .

1 、,
‘ , 二 J _ ⋯

盯 L ,一 ”” “一 m :
n 气j

“。
+

一

入, ,

)
贝。11丑

‘

}}/ 气 t / 口乓
:

△r”

因而

}Je , l{二《 J!A
一 ‘
B e , _ : i{二 + }JA

一 ’j ,
}100

《 {}e
, 一 :
皿oo + At , }!J , !}, (1

.

1 0 )

下面我们将要构造特殊的网格
.

沿 t方向选取均匀网格 么t, ,

因(1. 1) 、 (1
.

2) 在
x ‘ 0,

劣 ~ 1存在抛物边界层
,

宽 度为O (h
:

)
,

h
,

= : !ln 。 !/ a
,

故沿
戈
方向选取非均匀网格

:
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x ‘〔[o
,

h
。

〕: x ‘= 二 : In 〔1一 (l一 。
)ji」/ a (i二 o ,

x 。
= o , x , 。

= h
。,

占= 1/ N
。

x ‘〔(h
: , 1一 h

。

)
:

m a x (
x ‘十 l一 x ‘

) = h
,

m in (
x ‘+ : 一 x ‘

)

“

N
。

)

(1
.

1 1 )

h/ h
。

簇 C
,

‘= N
。
+ ! ,

⋯
,

N
工,

C = e o n s 七) o

x ‘〔〔飞一 h
, , ’

」
: x ‘二 l+ 。In 〔1 一 (1 一 。

)己(N
Z一 i)」/

a
(i = N , + 1 ,

⋯
,

N
Z

)
x 万 l十 i

= ]
.

一 h
。 , x 左 2 -

下面我们来估计 {J
‘

} ~ 首先由定理从 2 ,

得

N
:
= N

。
+ N

,
+ 1

(一
‘J 一 ,一(

X ‘ , ·
, d

·

{
/ 么‘J、CA‘, ,月

l
‘

又因为
* , 一‘

· ,
(丁;

,

“ J , ‘““
)
“·

卜
2�

!J

、乒芡
_ 1 * , 一‘

·
,! Jf‘+ f

。 u 。一刀
“、+ u ‘。

(互
, t川 d 亡d s

利用 ( 1. 1) 及定理 1 2 ,

则

￡二

J】f‘+ f
o u ‘一刀

。‘+ u , 、(亡
, t , ) }d 亡

丁
1 +

一

工e x p ( 一 。 x z 。) + 生 e x p ( 一 。 ( 1 一二 ) z。 )飞、
x

L 占 乙 J

若
x 〔[ 0

,

h
,

」
,

则

若 x 〔( h
。 , 1一 h

。

)
,

若 x 〔〔1 一 h
。, 1〕

,

;
e x p

(
一 “‘飞

尸 )
、c ,

因而“《 C占,

同样地E 《C h
,

类似地E ( C d
,

因而

* , 一‘
·

,(J;
‘,

了, ‘““

)
“·

{
/ 一

产色. ...口1
..‘.... .....

1

、牛互 甲萝
_ ,

( s )d
s

类似可得

, : (· )(父
‘

( , 了, ‘“、)
“·

{/
·“�

l
�

....口.口.

卫
.月月........

C ( d + h )
￡2

切{ (
s
)d

s

因此 }!J , }}, ( C归 + h ) + C A t ,
.

由 ( 1
.

1 0 )及 1】e
。

}】。 二 0 ,

则

!}e , !!
。
、 .}e

, 一 ,

}一 + C八, ,
(。+ “+ A , ,

)《C
(
八‘, +公

2

)

因此我们有

定理 1
.

3 设 ( 1
.

1) 、 ( ]. 2 )的解
。
充分光滑

,
御 ,为 ( 1

.

8 )的解
,

构造如 ( 1
.

1 1 )的 网 格
,

则有
.

二}
。
(、

‘, 公,
) 一

, ‘, !《C (夕
, + 1 / N :

)
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二
、

二 维 问 题

引言

、.产、.少口

1,曰

:
9口

·

Q山
‘

了.、产J.、

现在我们讨论二维抛物问题
。2

(。
二 :

+ u , ,

)一
u 。二 f(

x , , , 才
, u ) ((x

, , , t)〔D )

u {
,

= 0

其中 D = [o
, 1」欠 〔o

, z〕x 〔o
,

T 」
,

边界
s = U

s ‘,

s , 二 {, = o , 0 《 x ( 1
.

, o ( t( T }
, : 2

二 {x = 0 , 0《g 《 1 , o《t( T }
,

5 3 = { , = l , o(
x
( 1 , 0 ( 矛( T }

, s‘ = {x = 1 , o《g 《 1 , o ( t《T }
,

s 。一 {t = o , o ( x 《 1 , o ( 刀( 1 }
,

并设f充分 光滑
,

且

f
。

(x
, 夕 , t , u

)》。> 0

因此存在唯一解
.

(2
.

3 )

2
.

解的估计

类 似第一节
,

易得证

定理2
.

1 对L “三。2

(
。二 二

+ u ; ,

)一 j
。。一 u :

二 f (
x , , , t , o )

,

若
u 〔C

,

(D )
,

在D 上L 。《 o ,

在 :
上

“) o ,

则在刀上成立
“
(x

, 夕, t )> 0
.

引理2
.

I J。(x
, 夕, t )J《C ((x

, 夕, t )〔D )

引理2
.

2 !u
, ‘

(x
, 夕, t) l( C ((x

, 夕 , t)〔D
,

k 二 飞
, 2 )

.

引理2
.

3 {u
:

(x
, 万 , t ) }

:

《C / : ,

1:
,

(x
, 夕 , t ) !

。

《C / 。
.

证 明 利用 O le in ik ￡甚二

。(。)一{

(引理 1
.

5
.

1 )
,

对p
。
= (x

。 , 0 )〔
5 1 , 0 <

x 。

< 1 ,

令

(若0《户《占)

e〔飞一 (户
2 一占

2

)
3

〕/ 2 7占
。

(若d《尸《 2占)

其中 p Z
二 (

x 一 x 。

)
2 ,
占为充分小的常数

.

现在区域 Q
。

(尸
。

)二 笼。< p < 2占
, 。< 刀< q (p )}上

考虑切 = ‘ 。

(
。 一 ‘一 飞)

,

其 中亡=
‘ ;

(习+
。一 g )/

。,

则

L
:

(。)》
。 。。 一

‘〔。f+
。矛q 孟+ 。 lo q

: :

一 。」+ ‘ 。。

由 q (p )的定义
,

我们有
」

lq
,

l簇C 。 ,

! g
二 :

l( C 。

选取
。, , ‘。

充分大
,

使得 }岛uj 一几。《 0 ,

注意到在Q
。

(尸
。

)的边界上有切士
u
《 o ,

则得

1川 + 切( 0, 在Q 。
(尸

。

)上
-

但梦= 0 , 0 ( p < 占时
, 。二 0 , 二 = 0 ,

则 (士。+ 切 )
,
《0 ,

因而

}“
,

}《一 田
,
《C / 。

,

在
: 1

上

类似地可得

l
“ , {

: ,

《C / : ,

{
“二

{
: 2

( C / 。
,

}:‘
,

{
: 。

( C / 。

从而引理得证
.

定理2
.

2 对于 (2
.

1
,

)、 (2
.

2) 的解
“,

成立
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)
+

一
p

(
一 ““丁

‘ ,
)〕

‘“一 , , 2 , 3 ,

一

:x)
+ 一

‘e x p

(
一 旦‘
犷

‘,

梦)
+ 一

‘

一 p

(一虹
1

厂
‘ ,
)」

}一 !、C

!
, + 一

‘e x p

(
-

}二 , 、

}《C

!
飞+ 一

e x p

(
-

){/
二

(k 二 1 , 2 )

。一 ,、 C

}
, + 一

e x p

(
-

对 g 有类似的结果
.

证明 对(2
.

1) 关于
x
微分

,

并令P = ‘
,

则

。,

(夕
, :

+ 夕
, ,
)一 f

。

夕一 户
‘= f

公

令“
, (X )一 C

l
l + 一

e x p

(
一

譬)
+

一
x p

(
一 ““歹

‘’))
,

则有

L Z刀
;

(
x )士L

:
P

《 [ 2 a 2 一。 ]H
:

(
x
)一 Za Z

C + m a x {f
二

{

选取梦《。 / 2
,

C 》m a x }f
,

}/ 2砂
,

则 L
:

汀
t

(x) 士岛P《 0 ,

利用引理 2
.

3 ,

对C充分大
,

刀
,

(
x
) }

5 2 , s :

》 }P {
, 2 , s d ,

由P }
s , , : ,

.
5 。

= o及定理 2
.

〕,

有

,二 ‘《“
1

‘
X

,《C

「
, + 一

‘e X p

(
一

譬)
+ 一

e x p

(
一 可J

一

二
‘ ,

)〕
下面估计衍

2
.

首先对儿= 2
,

令
。:

{
: ,

二切
,

我们光滑地延拓必= 印到D 上
,

并设 , = 。
(
。

一甲 )
,

则得

L
Z

(乡) =
。
f

,

+ f
。

多一。2
么多+ 梦

: ,
尹I

, ,
二 o

由引理2
.

3
.

知 }萝】《C在 D上成立
.

重复引理2
.

3
.

的证明
,

易得

}尹
:

}
: 。

《C / 。
,

1尹
,

}
: 5

《C / 。

对(2
.

1) 关于
x 微分两次

,

并记P = 。 : : ,

则

“’

(P
: 。

+ P , ,
)一 f

o
P 一P

。= j
、 2
+ Zf

: 。 u ,

+ j
二 2

(
。,

)
“

毓湘嗽
11

2

(
·

卜中
+ ￡

一
p

(
一

管)
+

一
p

(
一 “‘犷吐)〕

,

则适继取c 和

a
就有

!·、
2

}、e

{
l+

一
p

(
一 口‘’二

‘’
)
+

一
p

(一譬)〕

对其它估计
,

可类似得证
.

3
.

差分格式

卞面我们用直线法对 (2
.

1) 、 (2
.

2) 构造差分格式
.

固定t = t , ,
在直线 夕= , , ,

j二 1 ,

⋯
,

N ‘, , 一 1 ,

由(1
.

6 )得

(犷
‘, , 。

)季
, 二 a {‘’“季

_ ; , , 一 。; ” u
季

, , + a
;驴

, u
季
+ ; , ,

产

l
口

+SdS切 , ’又‘’(s )劝乡{飞
* :

, (! )
(
·
), 、;、(

·
)、

·

」/ 一
r,J...r..‘L

(‘二 1 ,
⋯

,

N “ , 一 1 )

M 一 ] )
,n�

一一甲J
、加材一一

‘

J

七O

幼
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势二:飞(
s
)二 f(

s , 。了
,

t。, u
(
s , 。, , ‘。))一刀“

’u
(
s , , , , t,

)一
。Zu , ,

(
s , 习, , , ,

)

+ u 。

(
s , , , , t *

)

刀
“ ,
是一个正常数

, 。
季

, 二 “
(
x ‘, 刀, , t *

)
.

在直线 x = x ,
上

,

(T ‘2 、u
)

‘二 1 ,

⋯
,

N ‘” 一 l, 有

才
, 三 a

斗
2 , u
季

, , _ 、一 。

乡
2’u
季

, + a

乡V
l“才

, , + 1

一

!{
y
少 夕 + 1

, J二f
Z , (s )势

‘

:弘(s )d s + } * 卜
‘2

(
s
)势

‘

:飞
y

,

一 i y 少

(
·
)J

·

〕/
/一

(j= 1
一

,
⋯

,

N ‘2
、

一 z )
“
季

, 。
二 u
才

, 二 ‘, ,
= 0 (k = 1 ,

⋯
,

M 一 1 )
,

梦{)孟(
s
)二f(x

‘, s , t。, u
(x

‘, s , t。))一刀
‘2 、“

(
x ‘, s , ‘* )

一 。2“、 2

(x
‘, s , t *

) + 。:

(
x ‘, s , t :

)

这里刀
‘2

为一正常数
.

注意到妈沐(s )二 叻乡件 (x
‘

)+ } (叻二件)、d 亡
,

及沪;:孟(
‘)一砂;{兔(, ,

) + (代妇
,

击
,

则
y

,

得

T 盆
, ’u = f(x

, , , t , u
)一

。2。, ,

+ “ :
+ J “

、

(x
, 夕, t ,

沪“
、

)

T 犷
, 。= f (

x , 夕 , t , 。
)一

。2。 : .

+ 。。+ J ‘
,

、

(x , 夕, 才,

功‘2 )

这里算子 T 犷
’和 T 尹与(1

.

6 )一样
,
而且

(2
.

4 )

J (! 、

‘x
, 。, ‘,

, (1 )

)一 、
;

(1 )

功矛少犷
‘’
(
S
){} (功乡:飞

, 。d“)
d :r

...Jr浮.
‘

esJ

一里

劣 + 1

+
, ,

, 1 )
‘
·

,
(!:

‘, “:‘, ‘““)
“·

〕
syr..,J‘了.、

、
产

、、.声

S
J

‘
、

、2
2

r..,,Jrseeses�

J‘
2

( x
, , , t ,

功‘
2 刀

‘“’ y
尹

一 : 2
△。 {

2 、 势
y

广一 1

要人 ( , 路 )
,

“r

)
“:

y
J十1

+
y

, ,
, ( 2 )

‘
·

,({;
,

“:“,
·

“·

)
“·

〕
注意到

。,

(“
* ,

+ u , ,
) 一

u :
= f ( x

, 夕, t , 。
)

,

则有

T 轰
‘’。+ T 犷

, “= f (
x , , , t , “

) +
u ,

+ J “ ’

( x
, 夕, t ,

势“
、

) + J‘2
’

( x
, , , t ,

价‘2

( 2
.

5 )

因此我们对 ( 2
.

1) 、 (2
.

2) 得到如下差分格式
:

刀“ )〔a ;城(
“
季

, , , , 一 “
李

,
) 一

a 云‘’(
u
全

, 一。
全

_ ; , ,
) ] / △

‘;”

+ 刀
‘“、 【a夕甲

,

(
u
才

, , + : 一。
季

,
) 一

a , 2 ’
(
。
才

, 一 u
全

, , 一 ,
)〕/ △

。, 么,

一 (
“
亡

, 一。

犷了
’

) / A t * 二 f ( x ‘
, 万, , t 。, u

之
,
) ( 2

.

6 )

寿
舀s J = “N ( i ) = 。季

, 。
= 。
季

, , ( 2 ) 二 (寿二 1 ,

(‘二 1 ,

⋯
,

N (1
、

一 1
,

j= 1 ,

⋯

二、 M 一 1 )
,

N ( 2
、

一 1 )二UJ.
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4
.

网格的选取及误差估计

因为问题 (2
.

1
一

)、(2
.

2 )在 : 。, ‘一 巧 2 , 3 , 4有抛物边界层
,

宽度为 O (h
。

)
,

.

故在
x 及, 方

向如 (1
.

, 1 )构造特殊网格
, t方 向均匀网格

.

记 e
才

, 二 u
(x

‘, y , , t* )一
u
季

, ,

由(2
.

5 )减去(2
.

6 )
,

得

T
, ‘’ 。

季
, + T 沁

2 ’。季, 一 (
e 季, 一 e

尝了
‘

)/ 八t。一 f
。。e {,

(
s 一 t。一 ,

)u 。:

(
x ‘, 。j , s

)d
s / A t。+ J“ (x

, 夕 , 矛,

p
“‘ )

+ J ‘
2

(x
, 夕 , t ,

砂‘
2

对 s〔(x
. , x , ; ,

)
,

由定理 2
.

2 ,

{!:
‘,

,

:飞, ‘““

{
《C / N “

对
·“‘

· ‘

一
’有

(2
.

了)

同样结果
.

因

l雨

!J ‘,

(
x , 夕 , t ,

劝‘
,

) !( C / N “

类似地
,

}J ‘2

(x , 刀 , t ,

势“
、

) }簇C / N ‘么、 .

将 (2
.

7 )写成向量式

A e }+ D , e }
_ ,
+ D

Ze {
, ,

= 五+ D 3e {
一 ‘

其中 }}么lj二《C (八t。+ 1 / N
‘’

+ 1 / N ‘,

)
,
A 二 (

a ‘,
)是三对角阵

,

且

a ‘ , ‘_ 1
= a ‘”刀“

’/ A 。)”
, a ‘, ‘, , = a i

’

、刀
“ 、

/ A 。
;
”

a “ 二 一 [ (
a ‘
转+ a

{
”
)刀

“ / △。“
’+ (

a ,
犷

,
+ a

乡
2 ’
)口

‘2 、/ A 。

广
, + l / △t* + f

。。

]

D , = d ia g (
a

乡
2 ,
刀
‘2 ’/ △。乡

2 ,
)

,
D 。= d ia g (

a

乡军
,

刀
‘“ / A 。 , 2 , )

,

D
3
一“‘·g

(
一

从
,

e : 二 (e广
, , ,

⋯

)
, e

灸
( , )一 1

, , )

再将最后的方程改写为

B e 介 = 八+ d ia g (D
3

)e
七 一 ‘

其 中 e “一 (e全
,
⋯

, e

矢
、2 )一

户
,

块三对角阵B 一 (。
‘,
)

,

且

b
‘*二 A

,
b‘

, ‘ , 、= D
: ,

b‘
, 、, ‘二 D

,

因 为 }饥。!一 乙 }如。} = 1/ At
, + f uo > 0 ,

因此B为行对角占优
.

七砂 妞

利用 (2
.

8 )及引理 1
.

2 ,

则得

}{e “ .{为《 tIB
一 ‘

{j二 (1}应}.加 + }}d i a g (D
:

)JJ
二 {{e “

一 ’

{{二 )

《C八才。(1
,

/ N “ ) + 1/ N ‘2 ’+ A分,
) + }}e

“一 ‘

}{
.

,

由】】e
o

{{, = o ,

就有

}}e 七 11沁《C (1/ N
“ 、

+ 1 / N ‘2 、+ A t ,
)

因此就有

定理2
.

3 设 (2
.

1) 、 (2
.

2) 的解
“
充分光 滑

, 。
季

,
为(2

.

6) 的数值解
,

构造如 (]
二 们

』

)的网

格
,

则成立
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!
。
(x

‘, , , , t。 )一 。季
,
{《C (1/ N “ )

+ 1/ N ‘2 、+ △t。)

注记 容易将 以上结果推广到一般 l’6l 题
,

例如
。 , u : :

+ a
(
x , t )

u 二

一 b (x
,

t )
。 : 二j(

x 声
, u
)

.
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