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摘 要

本文的目的是在 H 一空间上得出几个截口定理
、

相交定理和重合定理
.

作为这些结果的应用
,

我们研究了H 一空间中的极大极小不等式和变分不等式解的存在性问题
.

本文结果改进和发展了引

文[ i
,

3
.

5
.

6
,

8
,

9
,

1 2
,

1 4
.

1 5
,

1 7 ]中的相应结果
.
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一
、

引言及预备知识

近年来
,

截口定理
、

重合定理和相交定理巳被许多人研究过( (见引文【1、 1了〕)
.

本文在H 一空间的梁架下
,

得出了几个截口定理
、

重合定理和相交定理
.

作为这些结果的

应用
,

在本文的第四节中我们讨论了 H 一空间中的极大极小不等式和变分不等式解的存在性

问题
.

本文结果改进 和发展 了引文【1, 3 , 5 , 6 , 8 , 9
,

招
, 1 4 , 1 5 , 1钊 中的相应结果

.

为方便起见
,

我们首先给出某些定义和符号
.

定义 I H 一空间是一有序对{X
,

{r , })
,

其 中X 是一拓扑空间
,

{厂
,

}是X 中给定的一族

非空可缩子集
,

以X 中的一切有限子集A编号
,

且A 二A’ 就蕴涵 厂
,

c 厂川
.

在 H 一空间 (X
,

{r , }) 中
,

集刀c X 称为关于集C二 X 为H 一凸的
,

如果对任一有 限集A 二C
,

有厂
, c= D

.

特别

当C = D 时
,

则称 D 是 H 一凸的
.

显然
,

如果D 是H 一凸的
,

则 (D
,

笼厂A o D }) 也是一H 一空间
.

子集L c X 称为H 一
紧的

,

如果对任一有限子集A c= X
,

存在一紧H 一凸集D c X
,

使得L U A C

D
.

子集M 二 X 称为紧闭 (紧开 ) 的
,

如果M相对于X 的每一紧子集是 闭 (开) 的
.

显然
,

如果 丫是
r
一 、

H a u s d o r ff拓扑线性空间
,

对任一有限子集A c X
,

令厂
,

= c o( A )
,

则 (X
,

{厂
,

}) 是一H 一空间
,

而且X 的每一 凸子集是 H 一凸的
,

X 的任一紧凸集是 H 一紧的
.

另外H 一空间和H 一紧性包含相应的凸空间及c 一紧性为其特例
.

定 义2 设 (X
,

{r
,

冲 是H 一空间
,

F
:

X o Zx 称为H 一K K M 映象
,

如果对任一有 限集

月c X
,

有

厂, c U F (x )
.

“
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引理 1
.

1“
3

设 (X
,

丧厂 , }) 是一H 一空间
, x : , x Z s

则对任给的标准的 (、 一功
一
单形

。 ,
⋯ e 。 ,

存在连续映象 八

e ‘,
⋯ 。‘ 〔 e l

⋯ 。。 ,

飞( k《。 ,

有

f(
e ‘t⋯ e ‘。

)仁厂 {x ‘t ,
·

⋯
x ‘。

}

⋯
, x 。

是X 的
。
个点 (不必相异 )

,

“ 1
⋯“ 。 一

, X
,

使 对任意 的子单形

引理 1
.

2 〔‘ 设 (x
,

笼厂
,

冷 是一H 一空间
,

F
:

X 。笋是一H 一K K M 映象
,

件
:

( i) 对每一
x 〔X

,
F (x) 是紧闭的 ;

(ii) 存在 紧集L c X 及一 H 一紧集K c X 使得对每一H 一凸集D
,

K c D c X

n D )〔 L
.

则 门F (x )年小

(1
.

{)

满足 下列条

U (F (
x
)

二
、

H
一

空间的截 口定理

设 (X
,

通厂 , 冲 是一H 一空间
,

B 一 {x
, ,
⋯

, x 。

}是 X 中任给的
n
个点

, e ,

⋯ e :

是 给 定的

(n 一 1 )一单形
,

定义

S , = {f】f
: e ,
⋯ e ,

, X 连续且对任意的子单形

e ‘,

⋯ e 、、c= e :
⋯ e 。 , 1( k (

。 ,

f(e i ,
⋯ e i。 )〔 I’福x 八

,

⋯ x i* (2
.

1 )

由引理 1
.

1知 S
。
斧小

.

定义 3 没(X
,

{r
,

} )
,

(Y
,

{厂 , } )是二 H 一空间
.

映象f
: X , Y 称为H 一仿射的

,

如果对

任给的有 限集B 二仕
, ,

⋯
, x 。

}仁 X 和任给的标 准 的 (。 一 了)一单 形
召 ,
⋯ e , ,

存 在 gl 〔S , ,

块〔

S r : 。 ) ,

使得

f(9 1

(
x
)) = 夕2

(
x )

,

V x 〔e ,

⋯ e 。 .

(2
.

2 )

应该指出H 一仿射映象的概念是通常的仿射映象在 H 一空间的推广
.

现在我们来得出下面的H 一空间上的截口 定理
,

它包含K y F a n 〔“’和〔6
, 14 〕中的相应结

果为特例
.

定理2
.

1
.

设 (X
,

r , }) 是 H 一空间
,

设A
,

C是X x X 中的两个非空集
,

K c X 是 非

空的紧H 一
凸集

, g 是 X o X 的映象
.

设户 X o K 为H 一仿射映象且满足下面的条件
:

(i) 对任一
x 〔X

,

(g (
x
)

, x )〔C ,

(11) 对任一 , 〔X , {x 〔X
,

(g (x )
,

f(封)〔A }紧闭
,

(111 ) 对任一
x 〔X

,

集合 {刀〔X :
(g (

x )
,

f(夕))磋C}关于集合 {刀〔X (g (
x
)

,

f(夕)健月 }是

H 一凸的
.

则存在
x 。
〔K

,

使得 {g (
x 。

)} x f (X )二A
.

证 用反证法
,

设结论不成立
,

则对 任 一
x 〔K

,

存在封〔X
,

使得 (试 x)
,

j( 川 )磋A
.

令

T (夕) = {x 〔X :
(g (

x
)

,

f(刀))磋A }
.

由条件(ii )
,

T (妇是紧开的
,

故T (妇 自K 为开集
.

且

K = U (A (夕)n K )

因K 紧
,

故存在有限集道从
,
⋯

, , ,

}泣X
,

使得
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K = U (A (夕
‘)门K )

.

因f
:

K 是H 一仿射的
,

故对{刀
, ,

⋯
,

刀
。

} 和给定的标准的

函数 9 1〔S 笼。
卜 二 。,

}和 9 2
〔S 弋j(。

:
,

⋯ j(。
。

)全,

其 「!4 5 {。:
, .

。
。

}

得

f(g ;
(苏)) = g :

(
x
)

,
V x 〔e :

⋯ e 。

(2
.

3 )

(, 一 1卜单形
e ,
⋯

, e 。 ,

存 在 连续

等是由 (2
.

2) 式 定 义的集合
,

使

设{a
, ,

⋯
, a ,

}是从属于开覆盖{A (刀
,

) n K
,

⋯
,

A (刀
。

)门K }的单位分解
,

(2
.

4 )

即对每一i 一 1,

2 ,
⋯

n , a ‘,

K ”〔0
, 1 」连续

, a ‘
(
x
)> 0令乡

x 〔A (g
‘)日K

,

且乙
a 。

(
x
)一 1 ,

v x 〔K

另因K 是 H 一凸的
,

故对每一
x 〔e t

⋯ e , , 9 2

(x) 〔r { /( 。
,

卜
·

f(。
。

)} c K
.

于是可 定义 映象 P

户(x )二
,

乙
a .

(9 2
(
x ) )“‘ (

x 〔e ,

⋯ e ,

因而P : ‘ ;

⋯ 。,

,
e :

一 e :

连续
,

由B r o u w e r 不动点定理
,

存在x 。〔。
:

⋯e 。 ,

使 得
x 。

= P (x
。

)
.

令

9 2

(x
。

)=
z 。,

贝112
。
~ f(g

:

(x
。

))〔K
.

由 (2
.

3 )
,

存在‘
。 : 1《f

。

《
n ,

使得
z 。
〔A (夕‘

。

)自K
.

记

I = {i
: 1《 f《

n , z 。
〔A (, ‘)自K }

则‘
。
〔1

.

因{a
, ,

⋯
, a 。

}是从属于 {A (刀
1

)门K
,

⋯
,

A (夕
。

)门K }的单位分解
,

故对每一 还I
,

有a. (2 。

)> 0且 (以
二 。

)
,

f勿
‘)) 磋A

.

因而对每一泥I

g ‘〔{g〔X
:

(g (z 。

)
,

f (夕))磋A }
.

(2
.

5 )

由条件(11 1) 得知

厂 {。
, : ‘。 ,

}仁 {夕〔X
:

(g (二
。

)
,

f(, ) )磋C } (2
.

6 )

于是 由9 1

的定义 及 (2
.

6) 有

。1

(石
一 ‘一 ,一

)
〔“

1

“一 ‘〔‘”C 厂‘g
! : ‘一’

仁 {夕〔X
:

(g (
2 。

)
,

f (夕))磋C }
.

(2
.

7 )

上式表明

(。(一 ,
,

‘(
。1

(月
二 ‘一 ,一 ,

)

一

(
。(一 ,

, 。2

(层
一‘一 , 一

)
一

)

一

(
。(一 )

·

。之

(忿
一 (一 )一 )) ‘因“ ‘时

, ·
:‘一 , 一“,

一

(
g ‘一 ,

, g 之

(馨
a“9 2

‘一 ,一 ,
)

= (g (
二 。

)
, 9 2

(p (
x 。

)))

二 (g (
二 。

)
, 9 2

(
x 。

))

= (g (
‘。

)
, : 。

)磋C
.
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这与条件 (i) 相矛盾
,

由此定理的结论得证
.

定理 2
.

2 设 (X
,

王r , 卜) 是H 一空间
,

A
,

C 仁 X 又 X 是二非空集
,

f
,

g: X ” X
,

且满

足条件
:

(i) 对任一
x 〔X

,

(夕(x )
,

f(
x
))〔C ;

(11) 对任一 , 〔X
,

{x 〔X
:

(g (x
)

,

j(, ))〔A }是非空的紧闭集 ,

(i宜i) 对任一x 〔X
,

{刀〔
:

(g (x )
,

f(, ) )磋C }关于集合{夕〔X :
(口(x )

,

f(夕))诺A }是H 一凸

的,

(iv ) 存在H 一
紧集K c X

,

使得下面的集合是紧的
:

门{夕〔X :
(夕(, )

,

f(
x
))〔A }

.

劣任 K

则存在x0 〔X
,

使得王g(
x 。

)} x j( X )二 A
.

证 任给
x 〔X

,

令

F (
x
)= 丈g〔X

:

(g (刀)
,

f(
x
))〔A }

.

则F : X ” Z X .

由条件(ii )
,

对每一
x 〔X

,

尸(劝是非空紧闭的
.

下证F 是 H 一K K M 映象
.

设相反
,

F 不是 H 一K K M映象
,

则存在有限子集M二 X
,

使得厂 , 伏 U F (劝
.

故存在 的〔
盆妞皿

厂 , , 夕。班F (
x
)

,
V x 〔M

.

因而对任一
x 〔M

,

(g (夕
。

)
,

f(x ))磋A
.

故

M C= 通习〔X
:

(夕(夕
。

)
,

f(, ))磋A }
.

由条件(111)
,

F , C= 笼夕〔X
:

(g (刀
。

)
,

f(刀) )住C }
,

而功〔r M ,

故有 (以 夕。)
,

f(刀
。

))茫C
.

这与条件 (i) 相矛盾
.

由此矛盾得知尸是H 一K K M 映

象
.

现令

L = 门F (x )= 门{刀〔X
:

(夕(夕)
,

f(二) )〔A }
.

苦仁 K 劣 ‘三K

则L为紧集
,

且对任一弱H 一凸集D
,

K 仁 D 仁X 有

自(F (
x
)门D ) = D 臼自F (x

)已D 臼自F (x )亡 L
.

于是由引理 1
.

2 ,

存在x0 ( 自F (x)
.

因而有
二 任 X

(g (x
。

)
,

f(x ))〔月
,

1
.

e
.

{g (x
。

)} X f(X )仁 A
.

定理得证
.

由定理 2
.

2可得下面的结果
.

定理 2
.

3 设 (X
,

{厂
月

冷 是 H 一空间
, 甲

,

如 X x X 、 R
,

f
,

g: X
一 , X 满足条件

:

( i ) 对任意的
x , , 〔X

, 切(x
, 刀)( 势(

x , 夕)
;

(ii ) 对任意的x 〔X
,

州斌 x)
,

f (刀) )关于夕是拟H 一凸的 ,

(111) 存在实数a ,
使得沪(g (

x
)

,

f(x ))》a ,

丫 x 〔X ,

(iv ) 对任一 , 〔X
,

{x 〔X
:

p (g (
x
)

,

f(夕) )》
a }是紧闭的 ;

(v) 存在H 一紧集K c X
,

使得集合

{, 〔X
:

叻(g (夕)
,

f(
x
))>

a ,

V x 〔K }

是紧的
.

则存在x0 〔X
,

使得州叭
x 。

)
,

f (x) )> a ,
V x 〔X

.

证 令
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A = { (
x ,

y )〔X x X
:

功(x
, , )>

a }
,

C 二 {(x
, , )〔X x X

: 甲(
x , 夕)>

a }
,

则C c A
.

于是由条件 (iv )集合

{x 〔X
:

(g (
x
)

,

f(夕))〔A }= {x 〔X
:

劝(g (x )
,

f (夕))> a }
, , 〔X

是紧闭的
.

另由条件(111)
,

(夕(x )
,

f(x ))〔C
,

V x 〔X
.

其次
,

由条件(ii )
,

集合

{ , 〔X :
(g (

x
)

,

f (刀))磋C } = {刀〔X
:甲(g (x )

,

f(, ))< a }

是H 一凸的
;
而由条件 (v )知集合

自{夕〔X
:

势(g (似)
,

f(
x ))> a } = 自{刀〔X

: g (夕)
,

f(x ) )〔A }

是紧的
.

V x 〔X
,

: 〔K

故A
,

C
,

f.

且p

g 满足定理 2
.

2 中的一切条件
.

于是存在 x0 〔X
,

使 得 (或
x 。

))〔A
,

劝(g (x
。

)
,

f(
x
))>

a ,

V x 〔X
.

定理证毕
.

三
、

H
一

空间中的重合定理及相交定理

以下我们用 罗 (X
,

y )表X 到V 的连续单值映象的集合
.

由引理 1. 2可得下面的结果
.

引理 3
.

1 设 (X
,

{厂
,

冲是一 H 一空间
,

y 是 一拓扑线性空间
,

F
:

X o Zr 满足下列 条件‘

(i)
‘

对每一
x 〔X

,
尸 (x) 在 y 中紧闭

,

(ii )
‘

存在正留 (X
,

Y )
,

使得映象 G
:

X 、 2x
,

G (x) ~ 。 一 ‘

(F (x) )是 H 一K K M 映 象 ,

(ii i)
‘

存在紧集L 任 y 及 H 一紧集K 任X
,

使得对每一 满足K c D c X 的H 一凸集 D
,

有

自(F (
x
)门

s (D ))泣 L
.

: 〔 D

则 门F (
x )今 小

.

现在我们给出下面的重合定理
.

定理 3
.

2
一

没 (X
,

{厂
,

}) 是一H 一空间
,

y 是一拓扑线性空间
,

设映象 T
,

s: 尤。 叮满

足下列条件
:

(i) 对每一
x 〔X

.

T x
在y 中紧开

;

(11) 对每一g 〔Y
,

T
一 ‘

(夕)非空且T
一 ’

(夕)‘ S
一 ’

(夕)
,

且 S
一 ‘

(万)是 H 一凸的 ,

(ii i) 存在紧集L c Y 和H 一紧集兀〔 X
,

使得对每一满足K c D c= X 的H 一凸集D
,

当 , 〔

Y\L时
,

T
一 ’

(妇 n D 等 小
.

则对每一正 留 (X
,

Y )
,

存在x 〔X
,

使得
:
(x) 〔S (x)

.

证 令F : X o Zr
,

F (x) 二Y\T (x)
.

(a ) 首先证明F 满足引理 3
.

1中的条件(i)
‘ ,

(111)
‘ .

事实上
,
由条件(iii )易知对任一 H

一

凸集D : K 〔 D c X
,

有y\U T (x) 〔 L
,

故

n y \T (x) = 门尸 (x) 〔L
.

因而有
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门(F (x ) 门
s
(D ))已 门F (

x
)仁L

s

劣 之 D : 〔二D

即引理 3
.

1中的条件 (11 1)
’

满足
.

而引理 3
.

1中的条件(i)
‘

成立是显然的

(b ) 另由条件(11)知
,

映象G (x ) ~ s 一 ’

(F (
x
))

:

X 、 ZX 不是 H 一K K M 的
.

(事实上
,

如

果G 是H 一K K M 的
,

则由引理 3
.

1 ,

自F (x) 寺 小
.

但是
,

由条件 (ii )
,

对每一 , 〔Y
,

T
一 ‘

(妇奔
劣 X

小
,

于是又有

n F (
x
) = 犷\U T (x) = Y\Y = 小

.

含〔 X 二任 X

矛盾
.

) 故存在有 限集A 已 X
,

使 得 厂d 伏 U G (x)
,

即 有 从〔厂
, ,

但
x 。

灌口(x)
,
丫丈〔A

,

即
: 〔 A

s (x
。

)暖F (x )
,

V x 〔A
.

故
s
(
x 。

)〔自T (
x
)

.

于是有A 〔 T
一 ’

(
s
(
x 。

))〔S
一 ‘
(

s
(
x 。

))
.

另由条件(11)
,

S
一’

(
s
(x

。

))是 H 一凸的
,

故厂
, 仁S

一 ’

(
s
(x

。

))
.

因而x 。
〔S

一 ‘

(
s
(
x 。

))
,

即
s
(
x 。

)〔S (
x 。

)
.

证毕
.

注 1 定理 3
.

2推广了【l
,

3
,

8
,

1 5」中相应的不动点定理和重合定理
.

下面的定理是定理 3
.

2的等价表述
.

定理3
.

3 设 (X
,

{r
,

}) 是 H 一空间
,

Y 是拓扑线性空间
,

Z 是一 任 意 的集 合
, s〔

留 (X
,

Y )
.

设M
,

N c= Z
,

g
,

f: X + Y 、 Z 满足条件
:

(i) 对每一
x 〔X

,

集 {习〔y
: g (

x , 夕、〔M }在y 中紧开 ,

(11) 对每一 , 〔y
,

集笼
x 〔X

: g (x
, , )〔五荃}已笼x 〔X

:

f(
x , 夕)〔N }且后 一 集 合 是 H 一凸

的 ;

(iii ) 存在 紧集五仁 y 和H 一紧集K 已X
,

使得对每一满足K 〔D c X 的H 一凸集D
,

当, 〔

Y\L时
,

存在
x 〔D

,

使得抓 x ,
妇〔M

.

贝lJ下面的结论至少有一个成立
:

( 飞 ) 存在歹〔Y
,

使抓 x ,

妇 磋M
,

V x 〔X
.

( 2 ) 存在勇〔X
,

使得f (牙
, s

(厉))〔N
.

证 定义集值映象T
,

S
:

X o ZY
如下

:

T (x )一 { , 〔Y
: g (x

, 夕)〔M }
,

S (x )~ 义, 〔Y
:

f(
x , 夕)〔N }

.

如果对每一夕〔Y
,

T
一 ’

(川是非空的
,

由定理 3
.

2 ,

对任给的S 〔罗 (X
,

Y )存在
x 〔X

,

使

得
s
(
x
)〔S (

x
)

,

故结论(2 )成立
.

如果对某一夕〔Y
,

T
一 ‘

(川是空的
,

则结论(1 )成立
.

反之
,

令Z = X x 犷
, g (x

, 夕) = f(
x , , )二 (x. , )

,

V (
x , 夕)〔X x y

,

M = g r a p h (T )
,

N = g ra p h( S)
,

由定理 3
.

3可得定理3
.

2
.

证毕
.

现在我们利用定理3
.

2来得出一个相交定理
,

它是引文 [ 1 2
, 1 5〕中相应结果的推广

.

定理3
.

4 设(X
,

{r , })
,

(Y
,

{厂。 })是 H 一空间
,

T
,

S: X o Z r
满足以下条件

:

(i) 对每一 x 〔X
,

T (x )是紧开的 , S (x )是非空H 一
凸的 ,

(ii)
‘

对每一夕〔犷
,

T
一 工

(川是非空H 一凸的
,

S
一 ‘

(妇是紧开的 ,

(ii i) 存在紧集L c= Y和H 一紧集K 已 X 和H 一紧集M 〔 Y
,

使得对任意满足K 〔 D 已X 的

H 一凸集D
,

当, 〔Y\L时有T
一 ‘

(妇 n D 今小
.

则对任一。〔罗(X
,

X )
, ”(罗 (Y

,
y )

,

存在
x 〔X

,

使得
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。 一 ‘
(T

x
)门S (

。
(
x
))今 小

.

证 因对每一 x 〔X
, g 〔Y

,

S (
x
)

,

T
一 ’

(夕)非空
,

故

X 二 U S
一 ’

(, )
,

F = U T (
x
)

.

口吓 Y . 〔 X

又因L c y为紧集
,

且T (x) 紧开
,

的满足条件
: K U {x

1 ,

⋯ x 。

}C D
,

Y\U T (x )〔 L
.

母〔 ,

从而

故存在有限集{x
,
⋯ x ,

}二 X
,

使得L c U T (x
‘
)

.

的紧H 一凸集
.

于是由条件(11 1) 有

犷c= (U T (
x
))U U T (x

‘
) = U T (x )

.

台石 D ‘二 !

记刀, 二州D )
,

则D
I

是X 的紧子集
,

{ , , , 9 2 ,
⋯

, 夕. }C Y
,

使得

D , c U S
一 ‘

(夕
‘)

.

且 D
,
仁 X 仁 U S

一 ‘

(妇
.

粉任 Y

由S
一 ‘

(刀)紧开
,

故 存 在 有 限集

令E 是 Y 中包含{夕
, ,

⋯
, y耐的紧的H 一

凸集
,

则D
:

c U S
一 ‘

(妇
.

记E : 二州 E )
,

则E
,

是Y中的

紧子集
,

且E
,
c y c U T (x)

.

令C 二 D x E 〔 X x y
,

则C是 紧集
.

现赋 以C以如下的结构
:
对

C中任意的有限集尸 = A x B 仁 C
,

其中A 仁 D
,

B 二 E
,

定义r ; = 厂
, x 厂 , ,

则 (C
,

{r P p

成为H 一
空间

.

记C
,
= D

, x E
, ,

并作集值映象F
:
C、 2。 :

F (
x , 夕) = { (。

, r
)〔C

, : 阴〔S
一’

(g )
, r 〔T (x )蛋

,

(x
, g )〔C

.

则对每一 (x
, 梦)〔C

,

F (x
,

, ) = (S
一 ‘

(夕)门D
:

) x (T (x
)门E

,

)是开集
,

而 且对任一 (。
, r )〔C

, ,

F
一’

(、
, r )二 雀(x

, 夕)〔C : x 〔T
一 ’

(
:
)

, 习( S (。 )}

= (T
一 ,

(
r
)门D ) x (S (。 )门E )

.

因而F
一 ‘

(。
, :

)是非空的H 一凸集
.

令 S : X x y , X x y
, s

(x
, , ) = (

u
(x )

, 。
(g ))

,

(x
, g )〔X x y

,

其中
u〔罗 (X

,

X )
,

”〔罗 (Y
,

玛
,

则 s是连续的单值映象
.

记 : 。二 : !。
,

则F 满足定理 3
.

2中的所有条件
.

故存在
: 〔

C
,

使得
s。
(
二 )〔F (

z
)

.

设
二 = (x

, 夕)〔C
,

故
s 。(x

,

y )〔F (x
, 夕)

,

即 (
u
(二 )

, 。
(y ))〔F (x

, y )
.

因而
。
(g )〔T (x )

, 。
(x )〔S

一 ’

(夕)
.

故

夕〔口
一 ‘

(T (x ))门S (
u (x ))

.

定理证毕
.

四
、

应 用

作为前述结果 的应用
,

在本节中我们将研究 H 一空间中极大极小不等式和变分不等 式解

的存在性问题
.

以下设 (E
,
C ) 是序完备的R ie o z 空间 (见 〔16 〕)

,

其中C是闭的正锥
,

且内部C
“
每屯

, .

l) 习惯上
,

C的内部C
。

的小圈在C的正上方
.

但厂里没此字母
,

故改排成C
‘ .
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( 1 ) 对极大极小不等式的应用

定理4
.

1 设 (X
,

{厂
,

}) 是一H 一空间
,

Y是一拓扑线性空间
, : 〔罗 (X

,
Y )

.

统 了
,

g:

X x y o E 满足下列条件
: 对每一几〔E

,
之> s u p f(x

, : (x) )
,

有
留 仁 X

(i ) 对每一 x 〔X
,

抓 x , ·

)下有界
,

对每一刀〔y
,

州
· ,

妇上有界
,

f上有界 ;

(11 ) 对每一
x 〔X

,

集切〔Y
: g (x

, y )弃元}是紧开的
,

(ii i) 对每一夕〔y
,

集 {x 〔X :
f(

x ,

川琪杆是 H 一
凸的

;

(iv ) 对任一
x 〔X

, 万〔F
,

f(x ,

刀)〔g (x
, 夕)+ C

o

(v) 存在紧集L已 y 和 H 一紧集K 二 X
,

使得对每一满足K c 刀 c X 的H 一凸集 D
,

当 夕〔

Y\L时
,

存在
x 〔D

,

使得g( x ,

川簇之
.

贝11 in f s u n n (x 。 u )《 s u D 沂(x
. ￡ (x ) )

证 记

。 = in f s u p g (
x ,

2夕)
,

夕分Y

刀= s u P f(
x , s (x ))

.

由 (i ) 知 a ,

刀〔E
.

又对任意给定的凡> 刀
,

令

Z 二 E
,

M 一N = {P 〔E
:
P镇杆

,

则易知定理 3
.

{的条件满足
.

但由于对每一
x 〔X

,

了(
x , : (x) )《 s u p f (

x , : (x) )< 几
,

故 定 理

3
. ‘

之

中的结论 (约 不成立
.

因而存在 夕天Y
,

使得州
x ,

y*

)《义
,

丫x 〔X
.

因此
,

( 元
; 于是对一切凡> 刀

,

有 a
( 凡

,

故
a
《刀

.

结论得证
.

s u P g (x
, , ;

)

定理 4
.

2 没(X
,

笼厂
,

})
,

(y
,

{厂 ,
)是两个H 一空间

, “〔留 (X
,

X )
, 。〔罗 (y

,

Y )
.

设

f
,

争 X x y
一
、 E 满足条件

:
对每一凡( in f s u p 抓u( x)

,

川 一 C
。 ,

有
夕针Y : 任 X

(i) 对每一 x 〔X
,

集合{夕〔y
: 夕(x , 了, )〔几+ C

O

}是紧开的
,

集合 {刀( y
:

f(
x , 。

(夕))单几}

是H 一凸的 ,

(11 ) 对每一刀〔犷
,

集 {x 〔X
:

f (x
, 夕)) 凡}是紧闭的

,

集 {x 〔X
: a (。(

x )
, 之, )〔凡+ C

o

}是 H -

凸的 ,

(iii ) 存在 紧集L仁Y 和H 一紧集K c X
,

使得对每一满足K c D c X 的H 一凸集D
,

当, 〔

V \L时
,

存在
x 〔D

,

使得s (
。(x ), g )〔几+ C

O ;

(iv ) 对每一
x 〔X

,

f(
x ,

·

)
, g (

x ,
·

) 下有界
,

对每一 夕〔Y
,

f(
·

刀)
, g (

· ,

, ) 上 有

界 ,

(v ) 对任意的
x 〔X

, 刀〔Y
,

j(
x , 刀)〔g 恤

, 夕) + C
o

则下面的结论至少有一成立
:

( 1 ) in f s u P g (
。(x )

, 夕)《 s u P in ff (
x , 口

(g ))
.

“ Y 二 贬 X 公任 X 少任 Y

( 2 ) 对 几〔in f s u p g (
、
(
x
)

, , )一C
o ,

存在 梦; 〔Y
,

使得 g (
。
(
x
)

, , ;

)诀几+ C
O ,

V x 〔
刃 〔Y 含 任 X

证 记
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a = “u p in ff(x
, 。

(, ))
,

. X 珍 Y

刀= in f s u p g (
。
(x )

,

刀)
,

梦 Y 念 X

则a ,

刀〔E
.

设凡〔刀一C
“ ,

令

T (x) 一切〔Y
:

斌
“
(x)

, 刀)〔元+ C
。

}
,

S (x) 一 切〔犷
:

f (x
,

州川 )杀朴
.

易知除条件
“

T
一 ‘

(川

非空
,

S (x) 非空
”

外
,

T
,

S 满足定理 {;
.

4 中所有的其他 条件
.

如果存在
x 〔X

,

使得
。 一 ‘

(T (x) )

自S (“(
x
))午小

,

设夕. 〔。
一 ’

(T (x )) 门S (
u (x ))

,

则。 (夕, )〔T (x )
,

且 万, 〔S (
u (x ))

,

即 g (
u
(
x
)

,

。 (刀. ))〔凡+ C
o ,

f (。(
x )

, 。(夕.
))攀元

,

这与条件 (v )相矛盾
.

故
“

T
一 ‘

(夕)非空
”

与
“

S (
x ) 非 空

”

不能同时成立
.

(a) 若对每一刀〔Y
,

T
一 ‘

(川今 小
,

则对 凡〔刀一 C0
,

存 在 么〔X
,

使 得 S (
x *

)二小
,

因 而

对每一刀〔y
,

f(x
* , 。

(川 )> 几
,

因此 in f f(x
* , 。

(川 )> 之
,

即 a > 凡
,

v 几〔刀一 C0 于是有
a >

刀
.

结论(l) 成立
.

(b ) 若对每一
x 〔X

,

S (x) 等小
,

则对 几〔刀一C0
,

存在 坑〔Y
,

使 得 T
一 ‘

(夕
;

) = 小
.

因此

抓 。
(x)

,

万、)曦几+ C
。 ,

V x 〔X
.

故结论 (2 )成立
.

证毕
.

推 论4
.

1 在定理 主
.

2的条件下
,

如果对每一口〔y
,

s u p 州
、(x)

,

妇〔斌 。
(X )

,

川
,

则定

理 1
.

2中只有结论 (协成立
.

证 我们只要 证明对每一刀〔Y 和每一凡〔刀一 C
“ ,

T
一 ‘

(川 今 小
.

事实上
,

因几〔刀一 C
“ ,

故对

每一“〔犷
,

元, euxP
“(

“(‘ )
, “)一 c

。 ·

设几一馨
p g (“(‘ )

·

“)
,

则几
, 〔之十C0 因而存在。点之一开

领域犷
,

使得 之
,

+ 犷二几+ C
o ,

因 凡
,
〔 g (

u
(X )

,

夕)
,

故有
x 〔X

,

使得夕(
u
(
x )

,

刀)〔凡
;

+ 厂c

凡+ Co
,

此即T
一 1

(.u) 今小
.

结论 (飞)得证
.

(I ) 对变分不等式的应用

定理 4
.

3 设 (X
,

福厂 , })是 H 一空间
,

介 X 、 E
,

必 X x X o E
, 甲(

x ,

x) ) o
,

丫 x 〔E 且

满足条件
:

(i) 对每一
x 〔X

,

f (川 + 叫
x ,

.?j) 关于刀是 拟H 一凸的
.

(ii) 对任一 , 〔X
,

任一紧集M c X 及任一网魂xa }
。 ; 仁M

,

当x 。

、 厉且 f (x
。

)《叫 x
。 ,

功

+ f(, )时
,

有

f (示)簇甲(瑟
, 万)+ f (刀) (二

.

1 )

(ii i) 存在紧集L 二 X 及H 一
紧集K 二 X

,

使得对任一 H 一凸集D
,

K 〔D 二X
,

当x0 〔X
,

且

f (
x )+ 甲(

x 。, x ) > f(x
。

)
,

V x 〔D (4
.

2 )

时
,

就有x 。
〔L

.

则存在 无( X
,

使得

切(勇
, x

)》f(云)一 f (x )
,

V x 〔X

证 任给
x 〔X

,

令

F (x) 一 {, 〔X
:

f (x) + 叫刀
,

x) > f(功 }

下证F
:

X 、 2 义是 H 一K K M映象
.

设相反
,

如果 F不是H 一K K M 映象
,

则存在某一有限集

A 〔X
,

使得厂
,

布F (x)
,

因而存在从〔厂
, ,

但 x 。

磋F (x)
,

V x 〔A
,

即有
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f(x )+ 沪(x
。, x )( f(

x 。

) (丫
x 〔A )

由条件(i)
,

集 {, 〔X
:

f(, )+ 沪(
x 。, , )< f(

x 。

)}是H 一凸的
,

故
x 。〔I’

,
二凌, 〔X :

f勿)+ 切(x
。,

, )< f(
x 。

)}
,

因而有

甲(
x 。 , x 。

) + f (x
。

)< f(x 。)
,

1
.

e
.

华(x 。, x 。

)< 0

这与假设相矛盾
.

故F 是 H 一K K M 映象
.

另对任一 紧集M 〔X
,

由条件 (ii )知
,

对每一
x 〔X

,

F (x) 自M 是闭的
,

故F (x) 是紧闭

的
.

又因对任一 H 一凸集D
:

K 仁 D 二 X
,

门(F (
x
)门D )二 门 ({夕〔X

:

f(x ) + 甲(夕
, x

)乒f(夕)卜门D )
留〔 D 名 介D 劣仁 口

故对任一
: 〔自(F (

x
)自D )有

之〔D
,

且
. 任D

f(
x
)+ 甲(

: ,

于是由条件(11 1) 知
: 〔L

,

刃〔门F (x )
,

即有

x
)) f(

:
)

,
V x 〔D

.

因而 自(F (x) 门D )仁 L
.

故引理从 2的条件满足
.

因此 n F (x) 今小
.

取

f (
x )+ 甲(刃

, x
)> f (厉)

,

V x 〔X

定理得证
.

定义4 设X 是拓扑空间
,

卿 X x X o R
.

甲称为伪单调的
,

如果对任一网{x
。

}〔 X
,

xa 、

,
。

,

当
粤叫 xa

, , )> 。时
,

就有

甲(无
, 刀) > 1im 甲(

x 。 , , )
,
丫刀(尤

定理4
.

4 设 (X
,

{厂
,

})是 }I一空间
,

f: X 。 (一 oo
,

+ co )下半连续
,

卿 X 又 X , (一 co
,

+ , ) 是伪单调的
,

叫
x ,

x) 》 0 ,

V x 〔X
,

且满足条件
:

(i ) 对每一x 〔X
,

f(妇 + 叫 x ,

妇关于夕为拟H 一凸的
;

(ii ) 存在紧集L C X 和H 一紧集K C= X
,

使得对任意的 H 一凸 集D
,

K C D C X
,

当 x0 〔

D
,

且f(x )+ 甲(x
。, x )> f(

x
)

,
V 劣〔D 时

,

就有
x 。
〔L

.

则定理 4
.

3的结论仍成立
.

证 只须验证定理4
.

3中的条件(ii )成立即 可
.

事实上
,

对任一g 〔X
,

任一紧集M c X 及任一网{x
。

}c M
,

当x 。

。牙,

且f(x
。

)《叫
x 。 ,

妇 + f (妇时
,

由f的下半连续性有

11匹甲(
x 。 , , )> 11匹(f(x

。

)一 f(刀))> j(牙)一f(刀)
.

(4
.

3 )

于 (4
.

3) 中取 夕二 , ,

则有卜m 叫
x 。 ,

川 > 0
.

于是 由甲的伪单调性得知

甲(毖
, 夕) > 1im 切(

x 。 , , )> lim (f(
x 。

)一 f(夕))

> l竺些(f(x
。

)一 f(。))> f(, )一 f(。)
, 。〔X

定理证毕
.
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