
应用数学和力学
,

第1凌卷 第 9 期 (1 9 9 3年 9 月 )

A p p lie d M a th e m a t io s a n d M
: 。h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

I型试件裂端三维应力结构分析之二
一

应力结构分析

岳珠峰 郑长卿

(西北工业大学工程力学系)

(钱伟长推荐
,

1 9 9 1年 6 月25 日收到)

摘 要

在文献〔1 〕的基础上
,

本文分别对试件纤维区和剪切唇JlU 应力结构进行考察
.

纤维 区 的应力

结构特点为
:

可以进行变量
二
分离

;

对称面上的应力结构可由平面应变F E M 解或 H R R 场解经应力

三维度修正 获得
;
载荷水平及试样厚度对应力结构的影响

.

可由厚度方向的 C T O D 得到反映
,

所

得到应力表达式大为简便与直观
.

对剪切唇的应力结构进行考察
,

发现满足一定的精 度 可由插值

法近似获得
.

本文提出了一种平面应变近似程度系数
,

片对此进行分析
,

该系数可较好地反映 试 样厚度
、

型式及载荷水平
.

本文也对断裂参量进行了分析
,

指出可对C T O D 进行应力三维度修正获得
.

关锐词 应力结构 奇异性 Z ,区域 应力三维度尺a C T O D 剪切唇 插值法 平面应变

程度近似系数

已J
、

�

裂纹尖端的应力
、

应变结构的确定是断裂力学的一个主要任务
.

工型问题具有代表性和

重要的工程应用价值
.

是人们研究得较多的问题之一 拍 G8 年提出的 H R R 奇异性理 论
『2 一 3〕

是幂硬化材料在弹塑性状态下平面裂纹试件裂端应力
、

应变结构分析 的一 大 成就
,

随后对

H R R 主导区及J积分进行广泛和深刻的研究
,

并制定了相应 的测试标准 以供 工 程应用
.

大

量数值分析和实验测定结果表明
,

在平面应力条件下
,

裂纹尖端的确存在一与试样形式无关

的所谓
“

J主导区
” 〔‘一 5 二,

所得J
: 。

是与试样型式
、

裂纹深度无关的材 料常数
;
对于平面应变

试样
,

H R R 奇异性理论受到试样型式和裂纹深度的影 响
,

分析结 果 表 明
,

对 于 弯曲试样

(如三点弯 曲试样)
,

所得结果与奇异性理论较为吻合
,

在裂纹尖端存在一定 大 小 的
“

主导

区
” 『6 ,

C T 试样存在较大 的差别
,

中心裂纹拉伸试样差别更大
,

基本上不存在
“

主导区
” 〔4 , ’二,

也就是说
,

在此条件下 H R R 奇异性理论受到很大的限制
,

造成这一差别 的原因一般归结为

试样裂端约束不够并各不相同
,

一些文献指出可对J积分进行应力三维度修正而 成为一新的

材料断裂常数
〔’ 一 。二 .

文 献〔4 〕在前人工作的基础上
,

对五种不同的平 面 应 变试样裂端应力

结构进行了数值考察
,

认为裂端应力结构也可 以在H R R 场解的基础上经应 力 三维度修正近
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似获得
.

平面应变与平面应力状杰是真实试样的两个极端简化模型
,

尽管一些文献或者标准给出

了这两个极端的试样厚度条件
,

但都是建立在经验的基础上的
,

对试样内部应力结构特征缺

乏深刻的了解
,

且一些工程实际构件若用平面近似则相差很大
,

因此对三维特征的研究具有

重要的意义
.

对于 I型三维线弹性断裂问题
,

文献仁功、 ! 2〕进行了一系列研究
,

在一定的假

设条件下
,

推 导出了裂端应力
、

应变奇异场的数学表达式
;
但在弹塑性条件下

,

尚未见有这

样的应力
、

应变表达式
.

文献〔13 、 1 5 」在数值分析的基础上对 I型C T 试样进行了初步的
、

可贵的探索
,

但由于两个基本假设中的一个的不适宜性
,

所得结果尚未 能 令 人 满意
.

文献

〔]
.

〕对不同厚度的 I型C T试 样进行了计算模筑 并结合对现有文献结果分析
,

扩出
,

C T 试

样裂纹尖端应力结构可 以沿厚度方 向将试样分成两部分分别加以研究
: 心部纤维区为高约束

区称为
“

准平面应变结构
” ,

该结构的约束程度受试样厚度的影响
,

也受试样形式的影响
;
外

边缘的剪切唇是一仅与材料有关的特征区
,

在该区内约束显著变化
;
同时指出

,

侧表面存在

厚度接近为 o 的平面变力状态层
,

这使得对应力结构的分析和计算工作大为简化
.

本文在此

基础上
,

对应力结构的数值模拟分析结果进行考察
,

力图较清楚地揭示应力结构的特征
.

二
、

应力分量奇异性分析

由计算结果可知
,

六个应力分量在裂尖大小及奇异性是不尽相同的
.

本文计算结果证实

了文献〔侣〕提出的一个基本假设即三个主应力几
: ,

。 , , , 二
: :

及剪应力
: : ; 在裂纹尖端有相同

的量级 (a
:

在试样外边缘快速减为0)
,

且沿厚度方向没 有奇异性
,
在韧带方向的变化率也为

同一量级
,

因此可 以认为它们具有相同的奇异性
;
剪应力

: , : ,

几
,

远 比三个主应力小
,

一般

要小2、 3个数量级
,

且在韧带上没有奇异性
,

因此完全有理 由将其当作o来处理
,

文献〔城、

1 5〕引用了此假设
.

三
、

2 1 层应力结构分析

1
.

变最分离

根据Z
:

层的约束特征
,

应力结构可以沿厚度方 向进行变量
z
分离

.

若能分离变量
z 则有下式存在

:

a ‘二

(
r ,

0
, :

)二f(
z
)厅

‘, (
x , , , o) = f (

z
)厅

, ,
(
r ,

8
, o )

尸 ‘,
(
x , , ,

0) 是试样对称面上的应力分量
.

为了证明方便
,

进行下列变换
:

下面进 行数值证明
,

(3
.

1 )

a ‘,
(
r ,

0
, z
)

a ‘,
(
r ,

8
, 0 )

= f(
z
)
‘, 3

.

2 )

即对于同一试件
,

在2 1层 内两个平行于对称面之面的相应 (
: ,

口)点处的应力之比应仅为

之的函数
,

与位置 (r
,

0) 无关
,

本文对所有的高斯点面逐一分析
,

证实上式成立
,

此处给出其

中的一部分
:
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文 献〔扭〕中L D Z材料制 I型C T 试样的数值分析结果也支持变量
z
分 离

〔‘

2
.

对称面上的应力分析

对计算结果进行考察可知 中心对称面上的应力结构可由平面应变解 (H R R 场或具有相同

平面尺寸的平面应变F E M解 ) 经应力三 维度修正获得
,

即 :

厅‘,
(
r ,

8
, 0 ) = F (R a )a

‘,
(
r ,

0) (3
.

3 )

a 石
一

(矛
,

0) 为平面应变C T 试件计算结果
.

上式成立意味着
,

对称面与平面应变 试样相 同

位置处的应力之差仅与点的位置有关 (R a 为
: ,

e的函数 )
,

而与应力分量的选取无关
,

现对此

公式进行了数值验证
,

采用下列公式
:

。‘,
(
: ,

0) }平面应变
a , ,

(
r ,

0
, 0 ) }

, 二 , 。m m A ‘,

(3
.

4 )
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由表 3
、

4对两种试样进行分析结果可知
,

式 (3
.

3 )是成立的
.

在对文献〔7〕提出的修正平

面应变 J积分公式的基础上
, F (R a) 取为如下形式较好

,

即 :

1一2n
‘

、.口/二 (* a ) 一(会) 试
0

.

9 + 0
.

6 R 口

0
,

9 + 0
.

6R a , (3
.

5 )
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R 。
,

R 丫分别为2
1

层与平面应变C T试件裂纹尖端应力三维度值
.

图给出了对称面上应

力修正结果
.

式 (3
.

5 )也适用于平面应变试 样裂端应力结构修正
〔‘

i ,

因此可以说
,

尽 管 对该式的形式

尚有待于进一步的研究
,

但初步的分析表明
,

三维C T 试样对称面处的应力结构及平面应变

状态下的应力结构都 可经应力三维度修正和平面应变 H R R 场解统一起来
.

夕了丁
‘

1
.

0

—
拟合曲线川 口= 9

一
一

一
一- 一一

- - ~ ~ - - - J _

一
_ ,

一一o r
(m m )

图 1 对称面上应力修正

到此
.

与真实应力相 比仅差一幅值系数
.

由于三维裂纹尖端张开位移C T OD 在三维试样

中是一个很直观且几何和物理意义都较明确的量
,

仍有希望作为幅值系数
.

首先对下列关系

进行验证 :

l屏狄 {豁一{
_

之{
: 代表启裂状态

.

代入计算结果可得曲线如图 2
.

从图中 rtl’以看 出基本上为线性关系
.

一,‘D曰卜一/O一一户丁一�
n州C�一仆‘ZD一一1/O一.一二 .,产T‘户

(八 ] J 勺
,

平面应变 仪 T、

厂
O。

9 1
.

0 0
.

进一步
,

图2 对称面处C T O D 与应力结构的关系

用不同厚 度及平面应变试件验证下列关系
:

笼〔C Z卫卫上竺i且鱼) l生一

{ [C T O D 〕

‘代表三维试样
.

” + ’

}平面应变H R R 场

、
一

、 、 一

{J ‘j }
‘

1 仃仃 少CT 平面应变H R R 场

作出相应曲线如图3
,

由图 rzJ 知C T O D (z = 0)
一

可用作对称面上应力的幅值系数的衡量
.

综上所述对称面上的应力结构可以简单地 写成下式
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l

。‘, (r ,

0
,

o )二
a F (尸a )〔C T OD J

”干 ‘ a ‘,
(
r ,

0) (3
.

6 )

当F (R 的 一 1时
,

上式即为平面应变H R R 场解
.

(a
‘I)

‘

巧口
‘s}平而应变H R R 场

{【C 7
,

0 刀〕
’十 ‘F (R o )卜

.

( ;仃 oI )1 衍味面应如
。

圈 3 CT O D 作为应力幅值系数的评定

3
.

2
,

层应力沿厚度方向分布形状分析

应力沿厚度方向的分布形式表现在式 (3
.

帅中的f(习
,

影响因素有三
: 功 载荷水平的影

响
.

2 )试件形式的影响
,

包括试件型式和厚度
、

裂纹深度等因素 , 勺材料的影响
,

包括口 :

和

硬化指数御 下文讨论部分因素
.

( 1 ) 载荷水平的影响

载荷对2
1

层应力分布的影响是显然的
。

图 4 给出的是经规一化的簇:~ B /2 曲线
,

由图

可知
.

随着载荷的增大
,

曲线变得 光滑
,

尸勺 (z) 对应的载荷为裂纹启裂时的临界值尸
, ,

经分

析可知
,

任何载荷尸时的曲线 h(z) 可在抓 z) 的基础上得到
,

对文献仁1 3 )中有关公式推广
,

有

下式存在
:

、(之)一。{
·

(贫
·

)
C ”

」
系数CM是材料硬化指数

。,

试样形式 (B
,

研 一 。 )的函数
,

知式 (3
.

T) 可以 比较好地描述载荷对应力分布的影响
.

(3
.

了)

部分拟合曲线列于图 厂
,

由图

2 ) 试样和材料的影响

试件的影响包括试件型式
、

厚 度
、

看
,

g (z) 可用下式近似予 以描述
:

韧带尺寸等 因素
.

本文仅考虑厚度B
,

从计算结果上

刀 = 2乙,遭一m

口
* .

口
z 一

}
: 。 。

CM = 0
.

3 0 0 5

甄介 B 二 1 4 m m

B 二 2苏fl l m

r = 0 0 1之

泞二 9
0

M 二 0
r . 0

.

0 了二

门二 g
。

,
n

夯
:

圈4 规一化应力沿厚度方向分布愉况
一拟合曲
圈5

线
,

r对载荷

x
、 ·

计算结果
厚度方向应力影晌
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g (z) = 一 A : K + 1

对计算结果拟合如下
:

C T 试件 材料 16 M n B = 14 m m g (
z
)二 一 0

.

2 1 : : ‘
·

, ,
+ 1

C T 试件 材料 1石M n B = 2 5 m m 夕(
z
) = 一 0

.

0 6 42 ,
·
4 5
+ 1

图 6 给出了拟合曲线
,

结果表明上式可较合理地描述厚度的影响
.

(3
.

8 )

.

凡
,

几
一

(; . 0 )

几
,

口 , ,

(z 二 0 )

r . 0
一

01昌

B

⋯

r
一 0

.

0 ] 2

口二 9
“

一有限元值

盆 式 (3
.

8 )

X 式(3
,

8 )

一有限元值

乖 旅
0

.

5

忍. 25协m

O
。

5

B . l‘边口

圈呼 试样厚度对应力结构沿厚度方向影晌 (1 6 M幻

综合以上研究可 以得到2
1

层沿厚度方向应力结构的无量纲系数f (幻的形式为
:

M

凡尸, (
:
)一

“

(
2

( (3
.

9 )

4
.

CT OD 三维分布特点

CT OD 在厚度方向的分布是不均匀的
,

其 不均匀程度受试件本身因素 (几何构形
、

材料

特征) 的影响
.

同时也受 到外界因素 (如载荷) 的影响
.

此处对CT OD 沿厚度方向变化进行

讨 论
,

.

探讨其作为Z
,

层的应力幅值参量 的可能性
.

如可以则下面两曲线在厚度方向应具有相

同的分布
.

即 :

f(
:
)
。: I二Z旦卫(丝

_

、
、C T OD (

: = 0 ) I

将
。二 5

.

5 代入上式
,

只要 比较启裂状态即可
,

由图 了可知
,

两者在 Z ,
内是吻合的

,

误

差主要由以下两个方面造成的
: ¹ CT OD 的测量 比较困难

,

精度也不高 , º 应力有抖动
,

其

a 二二

!
; . 。

1
.

0

_ 旦
(I 苦 :

二
叮T o D (“ ) 1

C了
’

O D (之 = 0 ) ]

B = 25
. 户 . ~‘‘侧~ 由~ ~ . ~

一一
勺

0
.

5

叮
t .

、
a : :

】
: _ 。

C T O D ( z )
C T O D ( z = O )

-

B 二 14

圈7 c T OD 作为厚度方向应力结构
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拟合曲线本身就带有一定误差
.

综上所述Z
,

层的应力结构式如下
:

a ‘, = a
(CT OD )

” + ‘
F (R a )a

‘,
(
r ,

8)

当F (R a) ~ 1
、

三维问题退化为二维时
.

(久
.

飞oa) 式即为平面应变H R R 场解
、

须考虑到此时 ? 寺 0
.

5 ,

则用下式表示
:

(3
.

10 a )

对 。
: :

必

a
* :

= 2下a
(CT O D )

” + ‘
F (R a )。

二 :

(
r ,

0 ) (3
.

lob )

下与R a 之间存在着简单的对应关系{
.

四
、

剪切唇应力结构分析

剪切唇作为一特征区
,

迄今对其已作 了不少研究
,

文献〔伟、
, 8 ]指出只要韧带尚未全面

屈服
,

剪切唇厚度就只与材料本身性质有关
,

与试件型式及厚度无关
,

文献〔1 〕指出在剪切

唇内三轴约束性快速下降
,

即 由试样心部高约束区下降到侧表面的平面应 力状态
.

对此本文

作如下假设
:

均 : 二双/2 即试样的外表面
,

为平面应力状态
,

此处所有的应力分量都可由 H R R 场获

得
;

2 ) 在 z 一 B ,/2 一 2
2

即Z
:

和2
1

层交界面
,

此处所有的应力分量可由Z
,

应力结构公式取得 ;

勺 剪切唇应力可由 1与 2两面采用不同的插值方法获得
.

a
: :

可对
2
进行线性插值获得

,

如下
:

B
2 一 之

几
之

一 几 az
’

. “一扮
Z , (4

.

1)

考察如图 8 所示 的插值结果可知
,

线性插值法有一定 的精度
,

尽管文献〔拍了认为剪切唇

即为平面应力是不十分适宜的
,

但在处理该应力分量时事实上也是用线性插值
.

)茸0 1 Z m m

叭叭竹划、—
有限元值

一一 -
一 一 J

又日 】)

刀一 g

r = 0 0 1 2

刀= 1 4 m m

一
有限元值

一
~ 一
— 式 (J

.

匀

—
·

—
式(4

.

2 )

刀~ 1 4 m m

之

B / 2

图B a 。拟合倩况 图 g u “称擂值结果 (局部放大)

a
二 , , a , , 及氏

,

亦可线性插值
,

即下式成立
:

B

伪 , = a
几+

牙一 之

Z
2

(a 石一 a l (4
.

2 )

也可用应力三维度来进行线性插值
,

即下式
:
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a ! 夕

一 ,
, +

佘
工

瓷
;

(J ‘
,

一 ,
J

(飞
.

3 )

式中的 1
.

亚分别为剪右)] !片两个端而
.

插值结果示于图 9
,

由图可知用应力 三 维度作插

值函数精度较高
.

尽管采用插值可较准确地得到解
,

但对
一

剪切听的应力结构仍有待于进一步的研究
.

五
、

平而近似分析

平面近似是 工程实际中一个非常重要 的问题
,

以上分析可知
,

进行平面简化的误差不仅

与试样厚度有关
.

而且与外载及材料
、

试件型式有关
.

本文定义叮为相对平 面应 变状态的参

量 :

。
二 :

(平面应变 )

叼一 。对应为平面应力状态
;

应变
.

将有关公式代入上式
,

则 :

(5
.

1 )

刃~
了

对应为理想平而应变状态
.

叮越接近 , ,

则越 接近平面

Zd苦 公b

1人n�月

I
J

: (* 口 ) {
二 ,

: c

、
(
·

) :
·

讥
二十

刁二 尹

2 2 。〔C T O D (
“ 一Z :

) 〕

1

月 十 1

1
_

灯十 1

( 5
.

2 )

F (R 。 。

) (C T O D (Z 二 0 ) )

尸a 为平面应变 H R R 场解或有限元计算结果
.

因此
,

只要知道 Z
,

域内C了O D 的分布和应力三维度值 (在该区域内为常数) 就可以根据

上式推得平面应变程度系数
.

也可推得相对于H R R 场的平面应变程度系数
.

将计算结果代入
,

可得这两种试样起裂时的平面应变程度系
l

数如下
: B 二 25 m m 的 叮二

0
.

8 3 9 5 ,

相对于 H R R 场叮二 。
.

了井8 8
,

B 二
‘

达m m 的勺二 0
.

7 0 9
,

相对于H R R 场刃= 0
.

6 7 9 6
.

该公式也能准确地反映载荷的影响
,

从图
, 。可以看出

,

随若载荷增加
,

刃下 降
; 不同厚

度的试件其反应性能不一样
,

薄试件较为敏感
,

下降幅度也大
.

该公式也可退化作为评价平面应变试件约束程度
,

定义H R R 场 的平面应变程 度系数为

�签甲.

:
O0

8 二 2 5 m n l
B = ] 4 m m

尸刀几
0

.

5 0
.

5 1
_

0 1

图10 载荷对刃系数的影晌
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,

则真实平面应变试样相对于H R R 场的平面应变程度系数刁为
:

F (R J )

F (R a ‘

)
(5

.

3 )

利用文献 [ 4 」的结果可对平而应变试 件进 行分析
,

其结果列入表 :
.

表明该参数不仅能

反映不同的试样型式
,

也可反映裂纹深度效应
,

是一个有发展前途参量
.

衰 5

C T { C C P C C P T PB T P B

a
/ W 0

.

4 6

冲 } 0
.

8 9 2
{

_ _ _ _

_ _
上

_

~

0
.

5 3

0 7 7 3

0一 4 6

0
.

7 6 7 5

0
.

5 3

0
.

9 32

0
.

4 6

0
.

9 1 6 5

六
、

结 论

本文对三维C T 试件裂端应力结构沿厚度方向进行了分区考察
,

用数值方法证实了试件

心部纤维区可近似用修正平面应变应力结构获得 ; 满足一定的精度要求
,

剪切唇的应力状态

可由插值法获得
.

从而证实了可 以根据 裂端应力三轴性来研究应力结构的可行性
、

具体地说

得到了下列结论
:

1
.

六个应力分量的奇异性各不相同
,

其 中几
: ,

几
, ,
氏

:

和 : : ,

具 有相同的奇异性
,

而

: 二 :

与 : , :

比其它分量至少小2 、 个数量级
,

也没有明显的奇异性
,

因此在讨 论 此类问题时
,

可不考虑这两个剪应力
.

艺
.

在Z
:

区域内
,

应力结构 可进行变量
z
分 离

,

这被 比M n 材料两种厚度试 件
,

L D Z 材

料两种厚 度试件和 L y1 2C Z材 料制试件计 算结果 证实
.

3
.

在 2
1

层内
.

对称面上 的应力能用一个统一的形式来描述
,

并月
_

证 实了对 称 处 的

CT OD 可作为该面上应力的幅值系数
.

4
.

本文进一步证实了厚度方向的CT OD 刚以作为厚度方向应力的幅值系数
,

也能反映

载荷和厚度效应
,

这样使应力结构更为明确和简便
.

5
.

2
,

层的应力结构与平而应变试件有所不同
,

其根木原因在于试件裂纹尖端的约束不

同
.

同时
.

尽管它们与平面应变H R R 场解也有所区别
,

但都
一

可经 应力三维度修正近似地统

一起来
.

6
.

剪切辱的应力可 由插值法简单地获得
:
在满足一定的精度条件下

,

可直接进 行线性

插值
.

7
.

在对应力结构分析的基础上
,

提出了一平面应变近似程度系数和计算公式
,

利用该

公式对不同厚度的试件及不同型式的平面应变试件迸行分析
,

得到了合理的平面应变近似程

度系数
,

这样就可 以对实际试样进行分析
,

在工程实际中具有应用价值
.

8
.

研究裂端应力与应变结构的目的是寻找裂纹起裂控制参量
.

对于三维 C T 试样
,

启裂

点位于 中心对称面处
,

由(3
.

1 0) 式可知
,

此时 该控制 参量只与CT OD 和R(
;

有关
,

即可对C犷OD

经应力三维度R 口修正获得
,

这与一些文献的实验和分析 结果相一致
.
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