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摘 要

本文建立了多体机械手的一般动力学方程
.

设多体系统是 由任意数目的刚体组成的树形 拓 扑

结构
,

并认为铰是柱铰链
,

允许具有相对转动和滑动
.

考虑到实际问题中摩 擦 力 的 影 响
,

采用

N c w t o n 一E ul
e r 方法

,

建立了运动方程
.

进一步通过构造分配矩阵
,

将动力学方程分离
,

得到了

一组实用的力方程和运动方程
.

关健词 多体问题 动力学模型 机器人动力学

符 号 说 明

O X
o

YO ZO 为惯性坐标系

O ‘x ‘, ‘二‘为休f上的连体坐标系
,

O ‘为体‘与体i一 1

的接触点

。‘为体 i 的质量

C‘为体 i 的质心

1.为体 i 在连体坐标系上的惯性张量

S‘,

为由O ‘x ‘g ‘二‘到O , x sg 』2 5的变换矩阵

丫为广义坐标列阵

。‘J为体了相对体 ‘的角速度
, 。。 ,

为体N 的角速度在连体坐标系上的投影

a ‘为体 f质心加速度

叭为体 f 的角加速度

J式丫)
,

J抓丫)为一阶动力响应系数矩阵

K式丫)
,

K贰丫)为二阶动力响应系数矩阵

f‘尸为作用于体 i 的主动力矢量

f‘
r

为作用于体 f 的反作用力矢量

l‘“为作用于体 ‘的主动力对C ‘的矩

l
r ‘为作用于体 ‘的反作用力对C‘的矩

g( 才)为广义约束力矢量

F’
,

L‘为广义约束力分配矩阵

一
、

引 言

在机械手动力学问题中通常有两种处理方法
.

一种认为约束是理想的
,

用拉格朗 日方程

或其它方程描述系统
,

此类方程不 含反作用力 , 另一种则是从牛顿
一
欧拉方程 出 发

,

然后消

除反作用力使方程简化
.

这些方法都不 易研究摩擦力和约束反力
,

而实际问题 中必须考虑这

些因素
.

本文考虑这些因素建立一种实用模型
.

首先用 N e w to n 一E ul e r 方法建立多体系统

的动力学方程
,

然后通过分配矩阵描述作用在系统上的力
,

利用分配矩阵和雅可比矩阵将动

力学方程分离成运动方程和反作用力方程
.

,

赵兴华推荐
.
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二
、

系 统 描 述

本文研究单开链系统
,

如图 1 所示
.

运动付是转动付
,

移动付或转动加移动付
,

广 义坐

标是相对转角和相对位移量
.

臂的编号由基体 向手腕依次由小到大
.

三
、

多体运动学关系

根据角速度合成及坐标交换公式
,

可以得到如下 递推公式

二 0 。二 = S二。二
_ , )(、二

_ : )0 。 二 _ , ) + o f二 _ , )二 )
.

用广义坐标表示 的角速度为

万。o 万 = Jn 那 Y ,

体 f 的质心C ‘
的速度为

V 。‘= J , ‘
(Y )丫

,

由式 (3
.

2 )得体 i的角加速度为
a ‘二 J : ‘V + K , :

宁
’

(i = 1 , 2
,

⋯
,

尸 )

由式 (3
.

3 )得体 i的质心C ‘
的加速度为

a ‘~ J , ‘

V + K
: ‘

宁
2

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

四
、

作用在系统上的力

作用在系统上的力可分为主动力和反作用力
.

主动力包括重力
,

控制力和摩擦力
,

其中

摩擦力是与反作用力有关的非理想力
.

可以将主动力向质心C
‘

简化
,

得 f ;和 ! ;
,

反作用力简

化得 f百和 ! ;
.

重力和控制力容易向质心简化
,

下 面讨论摩擦力和约束反力向质心的 简 化问

题
.

设系统 由尸个刚体组成
,

有q个约束
,

需要 f个广义坐标描述
.

那么可将反作用力表示为

一般形式
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f万二F‘
(Y

, 才)g (t )

!石~ L‘(Y
, t )g (t )

(玄二 ]
.

, 2 ,

⋯
,

尸) (4
.

1 )

称 g (f) 为广义约束力矢量
,
F ,和 L‘为广义约束力的分配矩阵

,

3 父 梦阶矩阵
.

广义摩擦力与反作用力
,

运动方向和两材料的性质有关
.

摩擦力表示为

其中 g是 q X I阶矢量
,

F
‘

和L‘为

类似于 式 (4
.

1 )
,

可 以将广义

f; = F ;(Y
, t)q *

(Y
,

g )

!百= L丢(Y
, t)q

;
(Y

,

g )
(i二 }

,

2
,

一
,

P ) (4
.

2 )

这样
,

摩擦力向C
‘

简化的结果是广义坐标
,

广义速度和反作用力的函数
.

以上引入的分配矩阵是广义坐标的函数
.

五
、

动 力 学 方 程

为了列写E ul e r 方程方便
,

引入坐标系G 川川 川
, 其川

,

川
,

川轴分别与x ‘ , 刀‘和二‘
轴平

行
.

在 G 川川式坐标系中万
‘
保持常量

.

于是有牛顿方程和欧拉方程
:

。 ‘a ‘
(t)二 f

‘
(t )+ 兄 f

, ,
(t ) (5

.

1 )

了‘“苦(t )+ 。‘(r)了‘。
‘

(t )二 l落(t )+ 艺 l
‘, (t ) (5

.

2 )

其 中 f‘(t) 是作用在体 i上的主动力
,

l
‘

(约是主动力对 C、
的矩

,

场是体 j作用于体 i 的约束

反力
,

l。,
是约束反力对 C‘

的矩
.

反作用力之间有系关
:

f‘, + f , ‘= 0 (5
.

3 )

I
‘, + I,

‘
+ r

‘, f , ‘二 o (5
.

4 )

将式 (3
.

2 )(3
.

4 )和式 (3
.

5 )代入式 (5
.

功和式 (5
.

2 )
,

并把力分为主动力和反作用力
,

则可得

牛顿
‘
欧拉方程

.

引入

丽= d ia g 义。 1〔 ⋯ m , E百, ⋯ 百
,

} (5
.

5 )

其中E是 3 x 3单位矩阵
.

J二 [ J手
1 ⋯ J奎

尸J百
1 一 J万

, ] r (5
.

6 )

和

百= [F :
、

,.
·

F荟L若
“

·

L弃l
r

(5
.

7)

则可得矩阵形式的 N e w 七o n 一E ul er 方程

丽j
’

(r)+ q
口

(丫
,

兮
, t )二 q

e

(甲
,

仑
,
g

, t )+ 奋g (: ) (5
.

8 )

其左端第二项是惯性力项
,

右端第一二项分别是主动力和反作用力项
.

由式 (3
.

5) 可得到6尸个标量方程
,

这些方程可 以确定广义坐标夕, (j = 1 ,

⋯
,

j) 和广义约

束力g 。(k 二 1
,

⋯
, q )

.

其中

f + q 二 6P (5
.

9 )



赵 育 善 谷 良
’

货

六
、

运动方程和力方程

达朗贝尔原理指出
,

在多体系统中反作用力不做功
,

特别是反作用力的虚功也为零
,

即

占班 ~ E (占
r
二fJ+ d s丁IJ) = 0 ,

(6
.

1 )

其 中 5 .
是体 f 的无穷小转动的3 x l矢量

.

利用式 (4
.

1 )
.

(5
.

6 )和(5
.

T) 可 以将式 (6
、

1
一

)写成

占丫, 】,

吞g 二 0
.

(6
.

2 )

由于占Y独立
,

所以可得

砂吞= 。 (6
.

3 )

这表明一般的雅可比矩阵j和分配矩阵O是正交的
.

利用这一性质可以使 N ew t o n 一E ul er 方

程分离
.

由式(5
.

5) 左乘以转置的雅可比矩阵 】
,
可得运动方程

M(Y )荤(r)+ K (丫
,

亏) = q (v
,

宁
,

g
, r ) (6

.

4 )

这就是消除 了约束反力后的动力学方程
.

另一方面
.

若用r 丽
一‘

山乘以式 (5
.

8 )
.

则得

N(Y)g (t )+ 口(Y
,

宁
,

g
, * )= K (v

,

空) (6
.

5 )

此式不依赖于广义加速度华
.

方程 (6
.

5 )称为反作用力方程
.

机器人中的广义主动力 由三部分组成

q (Y
,

宁
,

g
, t )一 q。(v ) + q。

:

(t )+ q *
(分

,

g ) (6
.

6 )

其右端第一项为广义坐标所决定
,

第三项 由摩擦引起
.

一般情况下运动方程 (6
.

灼 和反作用力方程 (6
.

5 )是彼此辐合的
,

参见图 2 ,

通过计算可

得数值解
.

在理想情况下不出现摩擦力
,

q , = o
,

因而只保留了理想的主动力
,

这 样 可以使运动方

程和力方程退藕
.

如 图3
.

此时运动方程为

M(宁)爷+ K (v
,

全)二 q (v
, t )

,

(6
.

7 )

而力方程为

N(Y)g (t )+ 自(Y
, Y , t)二 K (Y

, Y )
. 一6

.

5 )

.

�‘
丫.

反反作月力方崔崔

任成 {准巫
行赫赫

圈 2 圈 万
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七
、

结 论

本文建立了多体机械手的为力学模型
,

考虑了摩擦力的作用
,

并通过分配矩阵和雅可比

矩阵将动力学方程分距为实用的运动方程和反作用力方程
.

本文为了刚体编号方 便 而 采 用

了单开链系统
,

而所得结论适用于各种树 结构和 闭 链 系 统
.

对 于 闭 链 结 构
,

可 根 据 J
.

W i认 e n b u r g 的思路将其转化成开链结构
.
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