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摘 要

本文用参数优化方法
.

计算出有限水深中的极限S扬 kes 波
.

计算的精度高
,

效率也高
.

从而进

一步证明了用优化手段求Sto k c s

波动解里的待定系数是一个合理的
、

行之有效的方法
.

关姗词 S 场k 。波 极限位势波 优化求解

一
、

引 言

极限S t o k es 波是典型的非线性波动
.

对无限水深的情况巳有数位名家究研过
〔‘’.

但对有

限水深的情况尚无人问津
.

在无限水深情况下
,

对于S t o k es 波
,

H e K p a c 0 B 〔”在数学上将它

归结为求解一个非线性方程的问题
.

对函数中待定的各项系数
,

他假定了逐阶减小而求 出的

方法把它们找到
.

这样所得的解的精度 比较差
.

文献〔2〕则采用参数优化方法
,

对非线性波级

数展开式中所留的全部系数统一用 优化法求解
,

这 样不但不增加工作量 (有现成的最小二乘

优化算法程序可用) 而且求得的结果精度甚高
,

与准确解几乎完全吻合
.

作为补充
,

本文试

图在前文的基础上应用参数优化方法来对有限水深情况下的极限非线性波进行计算
.

二
、

数 学 表 示

对于具有平直底部的
、

有限水深的
、

周期性的二维位势波 (图1 )
,

可采用复速度势功来表
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示其运动
, 田是 由速度势巾和流函数少两部分组成

.

它可表为
:

切 = 小+ i岁 (2
.

1)

为寻找叨与
二之间的关系

,

用保 角映射设法将物理平面
“ z ”

上 8 七。k es 波的种一周 期性运

动区域 E A B O D E 变换到
“ 、”

平面上的一个环形区域 (图幼
.

在
“。 ”

平面中我们采几极坐标即
“ = , e x p [刃〕

,

其中 r表示 向径
,
0 表示幅角

.

对于环形区域
,

我们假设外径取为飞,

而内径则

设为
: , .

这个变换的数学表示式取为
:
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3) 式中的
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几
,

⋯
,

‘
,

⋯为待定系数
.

而几则代表波长
.

变换式 (2
.

扑 中等号右边引

入因子刀了二石的 目的是将极限点A
_

的奇性分离出去
,

从而使其余部分能成为一个解析函数
.

而另一 因子
别仁ru:

的引入 以及在 , (
·
)的表达式中以

(
·+

一

;‘)
来代替原无限水深时 , (

·

冲

出现的
。〔‘’或〔2 ’是为了使

“ u ”

平面上的 内圆周
, = , ,在物理空间成为水平底部

.

再用变换

(2
.

4 )Un
, .占从

,
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(其中
‘
表示波速

,

而几则表示波长 )

将
“。 ”

平面上的外径为 1的单位圆的环形区域变换到
‘

。
”

平面上的一个水平条带
.

因此
, “ 与“

有下列关系
:
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根据上述变换
, ““ ”

平面上半径为
: ,的圆周对应

“ : ”

平面上的平直底部 D E
,

而 单位 圆则对应

于物理空间的自由 面O B A
.

根据自由面上的条件
:
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其中 q为速度的模
.

若
一

以犷,和厂2表示速度的实部和虚部
,

犷 ;
.

9为重力加速度
,

而 .ll为竖向坐标
.

由 ( 2
.

6 ) 式可得
:
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根据 (2
.

5) 式
,

上式又可写为如下形式
:
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余下的问题是如何适当地选择系数
a , , a Z ,

⋯
,

‘
,

⋯使 (2
.

5) 式成立一但系数
a , ,

几
,

⋯
,

‘
,
⋯

,

确定
,

题可谓基本解决
.

少
,

赞 以及切等均可随之而得
,

有 限水深中的极 限非线性波解的问

口 鹅 U ‘

三
、

参数优化方法

实际上
,

要准确满足 (2
.

8) 式必须保留全部系数
a 、, a Z

⋯
,

嘶
,

·

⋯ 实用上我们只能保

留有限个系数
a , ,

叭
,

⋯
, a o .

代替准确满足 (2
.

8) 式的是使1 一 J达到最小值
.

其中
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采用最小二乘法
,

使在小 (
a ; ,

叭
,

⋯ % ) 二 E (l 一 J)
2

达到极小以定 出系 数
“; ,

内
,

⋯
,

(e�0]
,

O仍 。

在具体算例中
,

我们对系数
a 。 (k = 1 , 2 ,

⋯
, 。 ) 只取了五项

.

即m 二 5 ,

并取
r ;
二 0

.
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由于对称性
,

我们只计算了
。‘。”

平面上半个圆周 (对应在物理平面即为半个波长的区域
.

) 将

此半圆周均分‘0“等份 (亦已。N 一 , “。)即 A“一
几
。

.

算得
: a l

一 2
.

5“了3 8 8 , a Z

一
“

·

, 弓8“ 2
,

a 。= 一 0
.

0 1了4 1 : 4 2 8 , 。4 一 + 0
.

0 0了了好 8 8 0 6
, 。。 = 0

.

0 1 1 0 2选傀s气并由此绘出流线于 图3
.

如上所

述
,

此流线只画出了半个波长
,

另一半可由对称得到
.

图中共画了十一条流线
.

由图可见
,

呈现出s t o k es 波的极限情况
:

波峰处张角为 飞20
” .

且最后一条流线为水平直线
,

即 为水面

底部
.

此一算例在P C / 3 8 6机上计算仅用了两分钟
.
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