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摘 要

本文应用文工1 」建立的非饱和土固结的数学模型求解边值问题
.

借助 L a p la c 。 变换 和 有 限

F o u r ie r变换求得了一维向题的解析解
,

从控制方程同时解出了竖向位移
、

孔隙水压力和孔隙气压

力
,

并给出了固结系数和固结度的理论公式
.

应用G al
e r k in 权余法导出了二维固结问题的有限元

方程
,

编制了 8 结点等参元F O R T R A N程序C S U S
,

求解了平面应变固结问题
,

揭示了非饱和土

固结的若干规律及数值分析的某些特点
.

这些成果为把本文的理论应用于工程实际提供了方便
.

关锐词 孔隙 7民压力 孔隙气压力 固结系数 固结度 瞬时沉降 有限元

数 学 模 型

文〔1 」建立的非饱和土固结的三维数学模型的增量控制方程组是
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分别为固相位移增量
,
孔隙水压力增量和孔隙气压力增量

, ”
是土的

孑!
J

隙率
, :
是饱和度

, 几和拜是土的L a m e常数
, 万是有效应力参数

, 尸
。

是孔 隙气压力
, 甘, 是水

的密度
,

K , 和凡
,

分别是水和气的渗透系数
, a ,

刀可根据文曰 」的 (5
.

1的式算出
.

所有参数

都可用试验测定
,
详细情况可参阅文〔2

, 3〕
.

本文应用 (1
.

1) 求解非饱和土固结的边值问题
.
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,
采用以下记号

a ,
= : 一 a 。, a Z = 口

。, a 。- 一口
。

b
, = 1 一 a , ,

b : == 。
(1 一

s
)/ P

, + 脚 (1
.

2 )
尸

1
一“ ,,, ”

2
一‘ ,, K

王

一令
,

K Z一

含 {
如前所述

, ‘全,
在一个增量过程中

, 几
, 拼, X及 (1

.

2 )中各量均可视为常量
.

.

蒋咏秋推荐
。

国家自然科学基金资助课题
.

6 8 7



陈 正 汉

二
、

一 维 固 结 问 题

设有一土层厚度为h的无限大地荃
,

位于一刚性的不透水不透气墓岩上(图l)
, 其上表面

作用着强度为 q的均布荷载
.

由于问题的对称性
,

侧向不发生膨胀变形
,
水和气也 只 能从

_
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表面排出
.

这是一个有实际意义的一维固结问题
.
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地基沉降
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栩

魂一’“
△ ‘
一

}言;:J
单元刚度矩阵是 32 x 32 矩阵

,
而每个单刚子块〔K

‘, 〕急
十 “‘

包含 16 个分 量

仁兀‘’““
八‘
一

⋯
K 吞乡 K I乡 X K 籽 (1 一 X )K 协

K 毛乡 K 釜手 X K 专吞 ( 1 一 X )K 若圣

al K 呈乡al K 器 K 器 一 a Z
K 尝乡

认K 扑 阮K 器 一吸K 将 K 另

召+ 仑心

(3
.

3 )

式中

、.lee刃,ee弓口we怪..1、.we,11
月

l

!
、

!
K l乡

一

几
。

卜
十
纲 鄂

-

一

JJ
, ,

l偿 脊
+

犷
十
喘乡

ON aN
‘

瞥〕dx dy

八
几一�d乃
上一�同U八dU

�

八d一

K ;; 拼

二卜仃
, 。

〔偿
一

黔
十 ;

瞥少xdu

瞥少xdv
‘特一f上

。

f绘 贷
、 (“+

、瓷
。

纷〕
。X J。

K 奋; 二
一

仃
, .

黔 凡dxd
“一。’

N, d xd 夕二川乡 ( 3
.

4 )

ON ,

Ox
d xd y = K 器

哑如凡
.口通汤

戒

l
曰.r.J产....�广..少

一一K 协 =

K 兮乡=
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K 。一仃
通。

凡瓷 dx 、 一K 。

K : , 一丁I
, 。

N
‘

N , d X“。 一K , ,

、 ;。一
。,

、。 + : 、,

I丁
A。 一‘

盛

(瞥
、 : , 一 b

3

、。 + ; △,

J丁
,

一K
Z

(黔

IV , 、
,

万三
一

刀a x a 夕
U 夕 I

ON

十

瞥擎卜即U甘 U 沙 I

了犷一g刀
上一八O�d一

+
几一
X几妇

‘

一�月U一d目一

丁犷一X刀
上�闪U八d一

N ‘,

N ,
(‘

,

j= 1
, 2 ,

⋯
,

s) 是形函数
,

且位移和孔压的形函数相同
.

酥是时间步长 ,

雪是时间积分参数
,
由

丁 f (t )d t= 亡f (r千 △t ) + ( 1 一亡) f ( , )

定义
.

根据 B o o k er 等人的研究 ‘。, , 1/ 2 ( 雪( l 时数值积分是无条件稳定的
.

本文取亡== 2 /3
.

广义荷载向量为

(3
.

5 )

、

!
刃夕

召口12
FFQQ

了......‘几

创十R

其中

边界

: ; :一丁{
, 。

N !“:一“
·“, 一

J
。: ;

N ‘, ‘
· “‘

d‘

F :一{I
, 。

N ‘“;
· ‘:

d X d 。 一

儿
: :

N ‘

”“
‘
d‘

口,广“一

I
△: Q :

万‘〔““,士
·’ + (卜 : )。:

; 〕△, 、, +

立{
· ;
、 :

J . 1

、 。,、 : ; · ; +

卜
、。 一 (卜。盯

, 。

一 ‘ !

偿 鲁
ON

。

十
一
‘-

d 夕

ON
(3

.

6 )

粉dx “。孙一。
, 尸‘

,

}

:护
‘
一

凤
“‘〔“““‘“ + “一“,“‘

2
〕△

tdl+ 粼
“!‘ :、

· ;

、 6 ,

二 ,
。 :一

2

。 , 。
,

小aK 。 一 (卜。
,

仃
一

州尝

鄂
+

瞥瓷)ax
“。

孙
,

}
在 (3

.

4) 和 (3
.

6) 中
, A e

是单元的面积
,
八L , , ALQI , 么LQ Z

分别是与力边界
、

水的流量

气的流量边界相重合的单元边界部分
,
此

+ “‘, b乡
+ “‘和九

十“‘,
户乡

+ “分别是 t 十 △t时的

体力和边界面力
.

对小变形问题
,
它们在固结中保持不变

,
可按一般弹性力学 有限元方法

处理
.

而O; : ,

。l
:
和。;护

‘,

。;丈
△‘
分别是时刻 才和 t 十 配 时的边界面流量

,
它们与边界面上



陈 正 汉

的排水条件有关
.

衅
,

鲜
, 尸货, 和尸;

, 分别是结点在 t 时刻的位移 和 孔 压
,
从 (3

.

2 )、 (3
.

6)

可知
, 只要知道了固结过程中 ,时刻各结点的位移和孔压

,

就能算出卜
匕

从时刻的相应值
。

但

需重新计算K 尝; 和K 层乡
,

并按 (3
.

6 )的第三式和第四式修正右端项
.

从 (3
.

3、和 (3
.

灼可以看到两个显著特点
,

第一是刚度矩阵不对称
,

我们采用存储总刚全

部元素的方去
, 先在微机上调通程序

,

再在V A X 8 3 5。机上计算
.

第二个特点是K 器和K 特

都由两项组成
,

其中第一项 。 K 璧乡和 饥K 尝乡都 与时间无关
, 这就为进行加载瞬时不排水不排

气分析提供了方便
.

根据以上各式
,

笔者设计了名为CS U S的程序 夕 即用八结点等参元编制的非饱和土固结

程序
.

该程序共有20 个子程序
,
可用来分析平面应变问题和平面应力问题

.

四
、

数 值 例 子

本节通过数值分析揭示非饱和土固结的规律性
.

例飞 一维固结问题
,

解析解

地基如图 1 所示
,
h = 4 m

,

初始孔隙率
n 。= 0

.

“8升 , 初始饱和度
; 。
= 50 肠 ,

均布 荷载强

度 q = 3 0 ok P a
.

其它各参数可根据文〔2
, 3〕得出

K
,
二 2

.

5 0 x 1 0
一 4

C ll l

s
·

k P a K : = 5
.

2 8 x 10
一 “

C m
Z

s
·

k P a

地墓的初始吸力(P
, 一尸,

)
。
= 12 5 k P a

a = 1
.

1 3 5 7 ,
刀= 1

.

1 3 2 x 1 0 一“
1

k P a
a ,
= 一 0

.

0 53 3

a Z
= 5

.

5 2 X 1 0
一4

1

k P a
b

,
= ]二 0 5 3 3

b
s
= 2

.

9 1 x 10
一 “

1

k P a
X 二 0

.

1 , a ,

= 2
.

so x lo 一 4
1

k P a

由此算出
P

, 「!
= 2 2

.

3 5 k P a

c 一 飞
.

2 8 6 2

丫

P
: 。= 2 8

.

B 3 k P a

(Z
n + 1 )二

8 0 0

仃 穷。
~

1

c fu ’

2 7 1 8 0 k P a

= 0
.

8 5 74 m
2

一

1

附 (o ) = 艺7
.

ls e m ,
附

。

(co )=
’

2
.

8 2 e m ,
附 (co )= 3 o c m

地羞底面任一点的孔压为

尸
1

(,
一

扒息寨犷

P
:

(h
, 才) =

4 n

一厂 2 0

兀

‘“而 ,

一
‘

一
,
。

一
、

一
’,〕

)
(·h。才- 。

一卜
。才)二 p 〔一 c m

Z才〕

{
(4

.

1)

。E�

地基的固结度为
’

“
_
、 一 J ‘

8 黑 1
‘ , :

. _ 』

_
. , , 、 _ _

; 。
,

.

,

‘
’ 一

以
‘丈一扮砂月 瓜而

! 一

明“。‘一生
一

”“”‘““。‘) “ x ”L一七 ,
一
r 」 (4

.

2 )

擞
4

;

、)
林

‘

匀许巅
结
航抽

。
:

由
枷枷

,

巍耐
较 ,J

、
时非饱和土

’

固 结有以下特



叮“ 3O0 k P a

~
兀~ 严

透气

s。二 5 0 % n 。= 0
‘

4 8 7 2

点
:

. -

一

( 1 ) 孔隙水压力和孔隙气压力都比

较小 ,

( 2 ) 瞬时沉降比固结沉降大得多 ;

( 3 ) 孔隙水压力比孔 隙气压力消散

得快
.

例2 一维固结问题
,
有限元解

先把图 1 所示地基分成三个单元
,
共

有 18 个结点(图3 )
。

再用程序C S U S分两步

计算
.

届不
压缩

0 水平位移二O

众 佗部位移二 O

图1 一维边值问题

尸
2
/ 只 心卿

,

z
吞

一一
乃
/ 尸

/ /

\\

。 尸1
/乃

。

,‘ P z

/ 热
。

么 乙;(t)

抖

\
火

、
_ _

,

\
_ L _ _

_ _

_ _ , _

_
_

互、
招

_
.

_

搜 8 12

(h ) 不透水气

图 3 一维边值问两单元

剑分与边界条件

计算结果列于表 1
.

表中括号内给

!|斤盯匕
�aon

�

圈2 2 二 h处的孔压消散与地签的固给妞

第一步
, 加载瞬时的不扫冰木排气分析

.

取时间 t = o ,

出了相应的解析解数值涪可以看出
,
二者完全一致

.

第二步
, 固结过程分析

.

采用的时间步长示于表 2
.

表 3 给出了△t = 6。。0 5 , t= 9 0 0。: 的

相应结果
.

与表中括号中给出的解析解比较可知
,

二者的差别是很小的
.

一

这样
一

,

我们 有理由认为
,
程序C S U S是可靠的

. 、

例3 平面应变固结问题
,
有限元解

_
一

厂
、

用C S U S程序计算的平面应变问题如 图 4 所示
,

利用对称性可只取地基一半研究
,

一

1

地基

厚度等于4 m
,

计算宽度取s m
,

计算厚度取 Ic m
.

计算所用参数与例 1
、

例 2中的参数完全相

同飞局部均布荷载强度为 30 o k P a
.

地基被分成2 4个单元
, 9 3个结点

.

计算也分两步
.

进行

加级瞬时的不排水不排气分析时取
, 一。, 进行固结过程分析对所用时间步长同表2

.

, = 。和, 一

1 0 0 0 5的计算结果示于图5 (a )
,

(b )
,

(e )
,

(d )
.

可以看出
,

地基中的 竖 向位移
、

饱和度增

t
、

,

孔
;

隙水压力和孔隙气压力的分布都有良好的规律性
.

非饱和土的二维固绪除有. 维固结



的三个规律外
,
还有以下特点

:

(4 ) 在地基上部靠近荷载处发生轻微松胀
,

( 5 ) 二维固结明显快于一维固结
.

以上结论对工程实际是有用的
.

} (m )

l

占巾闭
l
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/

口

l了
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.
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夕
l
‘ee

⋯

薄成书犷
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ppp 雌雌雌 ,
仍 000

J 以 LLL

和和和和 冬冬
〕

“ OOO

峪峪峪峪峪 胃胃

了冬喇价

、 〔习T 飞)

, 么~ ~ _ 一~ 一_
~
_ _

_ _ _
一

~ _ _ _ 挤

6 O 6 0 又n l

翻4 平面应变问峨的单元翻分与边界条件

一」

‘、‘..、‘, .....一 0
.

3一一一一一一、

f

一 艺“ 0. 0 ( s ) }

1
10广

一
‘一 ‘。。0 (s ) {

~
一一

- - 一一一~ 一一川, , 肠‘‘‘ 一一- - - 一一- 一 一巧
,
,

圈别 a ) 地苍沉降称位线圈 图狱 b ) 地蓦饱和度变化的等值线图

30即

黔
一 0

.

2

羚互 t二 0
.

0 ( s)
艺二 10 00 伪

一 t二 。.0 的

一褚二10 0 0 (S)

。

、、少
\

1一

. ‘(幻 均翻如旅水压为体布. 位线. ( k P。 ) 田6( d ) 地基孔除气压力分布等值线图 ( k Pa
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衰 1 一维问尾加峨目时不排水不排气分析结果

结 点
竖向位移

W (
e口)

孔隙水压刀

P i
(k P

a
)

孔隙气压力

P z
(k P

。
)

三个单元的27 个高斯点处

竖向应力
几 (k P

a
)

水平应力 {
。 二

二a , (k p
a
){
饱和度增量
占s (拓)

1
,

2
,

3

4
,

,

6
,

7
,

8

9
,

1 0
2 1

.

8 2

(肚
.

90 )

28
.

2 5

(2 8
.

器 )

26 6
.

伽6

35

36 )

1 33
.

(133
,

1 5
_

{
_

6
·

9 7 5
、

1 8) } (6
·

9 8 9 )

1 1
,

1 2
,

1 3

2 7
.

1 8

(2 7
.

1 8)

23
.

7 8

(2 3
.

78 )

2 0
.

3 9

(2 0
.

3 9)

16
.

9 9

(1 6
.

99 )
一_

{
,

苦己
·

色l
} (1 3

1 4
,

1 5
6

.

7 96
-
- - - -

-

-

一{
一二些z

“
丝一{ { ⋯

-

⋯

誉
.

公不止竺
1

_
, .

止
. _ 二_

二
.

_
.

⋯ ⋯
‘

及
.

⋯
, .

_
r ,

,
。 . . .

⋯
⋯

。
卜

一{
.

⋯
, . . . . .

一
」. :l 口

注
:

括号中是相应的解析解数值
。

衰2 有限元什算所采用的时间步长和相应的固结时刻
’

盅 ,:l’’’:’..e.t
_

仁一沂盔
一

_

篇
一

霖
一

毓票孺豁
一

孺
衰舀 一维. 灿计林给果(△t二 . 00 0 5

,

才, 9 0 0 0 5 )

“灯052669101720212341843282882420171360

结 点 号

1
,

2
,

3

4
,

S

6
,

7
,

3

9
,

10

1 1
,

1 2
,

1 3

14
,

1 5

1 6
.

1 7
,

18

竖向位移附 (
c m )

28
.

11 (28
.

3 0)

孔隙水压力P
i
(k P

a
)

0

3
.

8 7

9
.

2 3

12
.

80

16
.

46

1 ,
.

a3

1 8
.

48 (18
.

92)

孔隙气压力P
:
(k P

a
)

O

2 6
.

05 (2 5 96 )

注
;

括号中是相应的解析解数值
.

t l ]
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