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摘 要

本文将整数维与分形的H a us d or ff 测度引入并应用于控制系统
,

同时也介绍了准自相似集这

个新概念
,

证明了这种集合的存在性与唯一性
.

并将计算自相似集维数的公式推广到 准 自相 似

集
,

在此基础上
.

说明了控制系统的可达集可以具有分数维
.

表明在分析非线性系统可控性与可

观性时
,

分形几何学也将是一种有意义的工具
.

关. 词 分形 准自相似 分数维 可达集

引 言

考虑系统

分~ 月劣十 B “,

g = Cx
,

x 〔R
. , u〔R 邢

g 〔R , } (1
‘

1 )

可知
〔‘〕它的可控子空间可表示为

R = s P a n 王B , A B , ⋯ , A
” 一 ‘

B } 仁1
.

2 )

易知
,

它是R
”

的一个子空间
.

粗略地说
,

R 是 A x
与 B 不断相互作用而产生的一系列子空间

B , A B , A
Z
B

,
⋯生成的

.

在每一次作用后要么在原有的可控子空间上加上新的可 控 子 空

间
,

要 么就保持原状
,

可观性与此类似
.

类似地
,

考虑非线性系统

分一 f‘
x )

一

、
一

乙 夕‘(x )“‘
, x eM

该二 1
Ll

.

3 )

、...、了
..2

夕= h (x ) , , 〔N

它的可控性可由可控性秩条件
‘“’
来描述

,

即

R = {f
·

g 。}。 ,

这是线性情况仁1
.

2、的一种推广
.

(1
.

4)

类似于线性系统的讨论
,

每一次
,

f (x) 与抓x) 相互作用
,

即ad
了功

,

nd 浮g
‘,

,’’或a d ,

ad
。 功等

之间进行李括号
,
逐渐生成R

.

但是由于由李括号生成的新的向量场可 能 是 奇 异 的
,

或者

.

朱照宣推荐
.
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说
,

不一定每次都能生成
“

完整
”

的T M 的子空间 (这里T M是状态流形M的切空间)
.

而且
,

即使每次都能生成非奇异 (带 有整数维或零维 ) 的向量场
,

可达子流形也可能仍不能以整数

维的方式增长
,

原因是可控性李代数可能不是对合的
.

因此
,

考虑非线性系统的可达集时
,
普通的子流形的描述方式对一些较为一般的情况可

能不适用
,

而必须涉及到分形的结构
.

利用分形等概念
, 可知控制系统的可达集及可观集都

可能具有分数维
.

即使讨论线性情况
,

当控制集受到约束时 (如 b a n g 一b a n g 控制 )
,

可达集仍能具有分

数维
.

本文的目的是探索描述控制系统可控程度的新方法
,

实际上
,
还有许多工作需要进一步

完成
.

二
、

H a us d o rff 测 度

近年来
, 分形在科学中显得越来越重要

,

已被用于解释分析大量的科学现象
,
如布 朗运

动
、

湍流
、

浑沌吸引子等等
’“’‘’”二.

而 H a u 吕d o ff 测度就是描述分数维的一种有力的工具
,

本节先引入一些有关的基本概念
,

以备后面讨论
.

定义2
.

1 设U C= R
”

是一非空集
,

U 的直径定义为

}U {= s u p { }
x 一 , 日

x , , 〔U 卜

如果集合百满足

百仁 U U ‘ 和。< !口
‘

{簇j 丫 i

我们称笼U
‘}是一个E 的d覆盖(c o v o r)

.

令E 二R
” , : 》。

,

对d> o定义

H , (E , 一 。

黑
r

(薯
, U ‘

}
·

) (2
,

1 )

易知万 芸(君 )随 d 下降而增长
, 因此可定义

H
‘

(E ) 二 lim H 吕(E ) = 吕u PH 芸(E )
J , 0

这被称为 H a u o d o r ff :
维外测度

.

一些 有关 H a u o d o ff : 维外测度的性质以 命题形式给出
.

命题2
.

1

i) H
‘

是一个外测度
,
且H

‘

可测集的。域包含 B or el 集合
.

ii) 如果对E 〔 R
” , 0 < H

‘

(E )< co
,

那 么

(2
.

2 )

H
’

(E ) = oo

H
S

(E ) = 0

111) 令
s 二 n

为整数
,

H
”

(E )”
-

s < t

占> t

那么

2
”
厂(”/ 2 + 1 )

兀 ” / 么

这里L叹E 、是
。
维 L e b e s g u e 测定

,

一L
”

(E )

r 是厂
一函数

,

r (·, 一

I了一
‘一

‘
“‘
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外测度拼是正规的
,
如果对每个集月

,

都存在一个 拼可测集E 包含A
,

且 以E ) = 以A )在

度量空间(X ,

d) 中
,
外测度料被称为度量外测度

,
如果川E U F )二风E )十以F )

.

这里要求

d (E , 尸)二 in f{d (大 , g ) }
x 〔君

, , 〔F 卜> o

命题2
.

2 H a u o d o r f f 外测度是正规度量外测度
。

因为本文只讨论 B o re l集
,

且大多是 F
。

(闭集的可数并 ) 或 ‘
、

(F
,

的补集 )
,

下面

就简单称H
a

为
s 维 H a u o d o r f f测度

。

三
、

准 自 相 似 集

映射 岁
:
R
”

, R
,

被称为压缩映射
,
如果

l岁(g ) 一岁 (x )}《
e
ng 一 x l}

对所有的
x , g〔R

”

成立
,

其中
c < 1

.

定义 3
.

1 〔
3〕
集合E c R

”

是对一组压缩映射梦
: ,
梦

: , ⋯
,
岁. 不变的

,

如果

E = U 少‘
(E )

‘二 l

另外
,

如果这些压缩映射都是相似的
,

且对某个
: ,

有

H
a

(E )> o ,
H

S

(岁
:
(E )门梦

,
(E ))一 。

,

那 么E 则称为自相似集
.

比如 C a n 七。 r 集E 就是一个简单的自相似

集
,

令 E
。
二 [0 , 1〕, E , , ,

由去掉 E ,
中每个区

间上中间的三分之一的开子区间构 成 (梦
,

(x)

= x / 3 , 少
2

(x ) = (x + 2 )/ 3 )
,

这是 C a n t o r 集可

表示为

年 j

门 E ,

了= l

O

—
凡

. . . . . 门, . . . .

日 1

一 一 几

( 八 : ; t o r您 圈 2 准自相似集

在许多实际问题中
,

我们可发现一些很象但又不完全 自相似的集合
,

比如 图 2
.

图形并不

是自相似集
,

因为整个图形不能分成有限个与原整图形相似的部分
.

例 3
.

1 通过分析图2 ,
可以看出

,

在

(3 1 )

‘、.扭‘
子t

、,声
夕

一

岁
1 :
‘
x , 。,一(

x + 1

2

夕+ 1

2

了.,百.2
、、.了
尹

梦: :
(x

,

两个压缩映象作用后
,

。)一
(

X 十 1

2

g 一 1

2

留下一个剩余 A
,

它由两个线段 OP和O q构成
:
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刁 = (OP ) U (O口)

其实
, 另外还有如植物的生长等许多类似的例子反映了这种结构

,
下面给 出其定义

.

定义 3
.

2 集合刃二渺称为准自相似集
,

如果有压缩映射少
; ,

笋
、 ,

⋯
,
梦 . 和紧集A C R

”

使

i) E = U 少‘
(E )

f 翻 0

其中梦
。 :

R
”

、A是变形限制映射
〔“l ,

11) 岁 ‘
(E )与 E 相似

,
i二 i , 2 , ⋯。 ,

111) H
e

(E )> 0 , H
.

(A ) = 0

H
.

(梦
‘
(E )门梦

,
(E ))= 0 1年 j

集合A 称作准自相似集E 的残余
,

且假定是连通的
.

命题 3
.

1 设 A是准自相似集的残余
,
则A是单连通的

.

证明 由子岁
。 :

Rn o A是变形限制
,

那么少
。

引出基本群 二 :

(A
, 。

)到 二 ,

(R
” ,

a) 的一个同

构
‘代

.

现在因渺单连通
,

即 二 :

(R
, ,

a) 是平凡的
,

于是 二 l

(A
, a) 也是

.

由假设A 是连通
,

A

是单连通
.

定义3
.

3 1
、

如果百C R
” , E 的 d 平行体定义为

〔百〕。二 in f{x 〔R
,

巨n flx 一 夕I《d }
夕‘E

而 H a u s d o r ff 度量d 为
‘
了(E

,
卢

’

)二 in f {占]E 仁〔F 〕
。, 尸〔 [E 〕。}

定理3
.

l t 3

令 C是在有界 B C 渺中非空紧集的无限集合
,

那么就存在一列C中的互不相

交集{E : }在 H a u s d o r ff度量意义收敛到一个非空紧集刀
,

且

(
‘

乌
E 。

) (3
.

2 )
戈自曰

一一
E

下面证明准相似集的存在与唯一性定理
:

定理3 2 给定变形限制岁
。 :

渺。 滩和压缩映射梦
,
⋯ , 岁。 ,

那 么存在唯一集 百已卿对

岁 一 (岁
。,
⋯

,
少动不变

,

而且若尸D 注是任一紧集
夕

那么 梦
“

(F )在 H a u s d o r ff 洽
、

义下当左

” OO 时收敛到 E
.

证明 考虑

S = 笼E 〔C }E O
.

A }

在其上定义H a u s d o rf f度量
.

由 (3
.

2 )可看出
,

它是C的一个完备的度量子空间
。

如果笼ti: , }

是S 的 Ca u c hy 序列
,

则 (3
.

2 )蕴涵极限集E 〔5
.

令A ‘, B .〔C , f= 1 , 2 , ⋯ , m
。

如果月
‘
仁 [B

‘

了。那 么

飞.f,一

B
.U洞, ‘泣

f (f= 1 ,
⋯

, 附
.

‘

因此

月
,
A ‘C=

!二
: B :

〕
于是有
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己

(几
; A

, ,

范
: B ,

)簇
m 于

X “‘“
, ,
“

,

’

考虑任两个集合尸
, 夕

F
:
〔S

,

由 (3
.

3 )和岁
。

(尸
工

)

(’; 3 )

二岁 (F
:

)
,

月
。
少‘F

Z

,)

可得

d (岁 (F
,

)夕 少(F
:

)) 岁 (F

《m a x d (梦
:
(F

:

)少‘
(厂

’
:

) )《 (m a x e ‘
)
‘
了(F

、,
F
。 、。

.

:

)
1 :

一

fU , l 1
, 一

f〔扭

其中
c ‘
为岁

‘收缩的系数
.

即

}{梦 .
(x )一 岁

,
(g )l《

e ‘
!}x 一 g 衬, x , g 〔R

”

利用 (3
.

叼和压缩映射定理可知存在一个唯一的E 〔了使得岁 (E )一刀

对任意集合F 〔S
,

J (岁
抢 (尸)

,
E )一 d (梦

七(F )
, 岁 七

(厅))《 (m a x e ‘
)
“
d (F

, E )
1
了 一

f
‘
出

因此
夕
笋奋

(F ), 刃 当k , co 时
,

下面证明木文的主要定理
.

定理 3
.

3 由定义 3
.

2 定义的准 自相似集尸的维数满 尼如下方程
:

习
。井二 l (;3

.

5 )

其中
r ‘
是岁

‘
(E )到E 的相似率

.

证明 由定义
,

对给定
e > 。夕

存在占> 。使

H
‘

(E )一H 叉(E )<
:

因为H
,

(A ) 二 o 夕 不失一般性
,

假定

H 忿(A )< 。

再由定义
,

可找 d 覆盖笼U
‘}

,

使得

(3
.

6 )

(3
.

丫)

又 !U . }
‘

一 H 箕(E )<
“ (3

.

8 )

由 (,
,

6 )和 (3
.

8 )知

}睿
‘U

‘

,一H
·

(刀 ,
J
< 2 ·

(3
.

9 )

根据相似性
,

{少,
(U

‘
) , 夕, ⋯ 卜是梦,

(E )的粉己覆盖
·

几

兄 }岁 ,
(U

‘) }
‘

一 H二
。(岁

,
(百) )<

犷
’

}e

H 竺(岁
,
(E ))( H 厂

, 。(梦
,
(E ))《H

’

(岁
,
(E ))

H
B

(笋
,
(E ))一 H 二(岁

,
(E ))《

r
l
。

最后有

E }岁, (U
‘

) {
’一 H 尝(梦

,
(E ))< Zr 丁。 :玉 1 0 )

因H
B

(岁
‘
(E ) 自梦

,
(E ))= 0 ,

可取 d 使得
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{
H

·

(E )一

户
H :‘梦

,
‘E , , 一 H , ‘A , J

< ·
,

3
.

1 1)

由(3
.

10 )和 (3
.

1 1
一

)

C

、色.尸
1
.

+
B.J

r

游

兄扫性奋了、
、

守乙 乙 !岁,
(U

‘

) l
‘一万

‘

(E )
j 二 l ‘二 1

或等价地

户
· :

客
!U

, }一H
·

(E )
!
《2

(睿
·, · ‘

)
·

利用方程 (3
.

9 )可知

{(户
·

卜 ‘

)H
·

(E ,
{
、 2

(
2

户
·

, · ‘)
·

(3
.

1 2 )

因H
’

(E )> 0 , 。> o可取充分小
,
故有

(3
.

5 )已被用于自相似集
〔3 二.

比如
,
用 (3

.

5 )容易算出 C a n to r 集的维数是 In Z/l n 3 ,

因

为
: ,
二 r Z = 1/ 3

.

为计算图 2 中图形的维数
,

需要下面的推论
.

推论 3
.

1 在定义3
.

2中
,

用条件

o《H
e

(A )< oo (3
.

13 )

来代替H
‘

(A )= o ,

如果
!
满 足(3

.

5 )
,

则

d im (E )二
:

证明 假定 0 < H
,

(A )< co
,

这时 di m (E ))
: .

若 di m (E )= t> :
有 H

‘

(A )二 o ,

由定

理3
.

3可知
:

乙 (
r ‘
)
‘
= 1

因此 才= : ,

与假设矛盾
.

故有

d im (E )=
s

四
、

对控制系统的应用

本节中
,

利用第一节中谈到的可控性和可观性
, 讨论一些具有分 维 的 控 制 系 统 的例

例4
.

1 考虑

一几x
l

0 (4
.

1 )“

、飞碑匀...
�户了

一尤 1

尹了.....吸、

十

、、.,....少
护

了..J....、、

一一

、、...皿.户声
,占23

.

劣
.

r
.

劣伊

l
、

取 “为 b a n g 一b a n g 控制
, 即
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·
(‘)“{一 ‘

,
.

。, ’卜 下
“(t) ~ c o n 日t , n

( 寸< 件 诗
一

1
产

x t

(t)‘
x :

(
n
)
‘一久(t一

。 )

(4
.

2 )

n
)
e 一几(t一

”
) / 几+ 朴 (,

e 一久(t一
。
) / 几+ x :

(
n
)

、.产了.、、.声、.声

r
‘ 2

(
”

工 2气r ) ~ 凡 一 X l

n
)
。一 + x 。

(
n

了‘.‘
、

2..、了恤、

一 x ,

(
。
)
。一几(亡一

”
) / 几+ x 3

(
n
)

n
《*《

” + 1

“二 O

u 二 1

u 二 一 1

眯二 0

肠二 1

“二 一 1

!
..卫胜、

一一
、、J
‘

孟
.

.了.、

口UX

不难看出可达集是准自相似集
,

带有 2 个分别 对 应 “二 1 , : = o , “ ~ 一 1的压缩映射

梦
。

(x
, 夕

梦
:

(
x : ,

x 。

)一

(
e 一x l ,

、

x 。

)= (
e 一 人x , , x Z ,

l _ 。

.

仔
‘’

X 1 .

凡

x 3

)

X ,
一

竟
。一 x 」

戈从

梦
3

(X
l , x 盔 , X 3

卜(一
x : , x : +

专一
x l , x : 一

{
。

一

因残余是一维的集合
,

故可达集的维数应大于等于 1
.

由(3
.

5) 有

3 e 一 篇a

= 1
.

(4
.

3 )

当几》In 3时
, :

( 1于是可达集是一维的(x
,

(0) 手 0 )
.

若几< In 3 ,

我们将在下面讨论
.

注4
.

1 当 , < 1。3 时
,

若直接套用(4
.

3 ) 就会得出荒唐的 结 论
.

(
: 二 In 3 / , > 1

,

若 。< , < 1益3/ 3
,

则

: > 3)
.

原因是
,

这时的 3 个分支之间相互有重迭
,

且

H
‘

「岁‘(E )n 少s(E ) ]斗 0
,

i年j

为了计算这样的维数
,

引入 以下结果
:

命题 4
.

1 对 (广义 ) 准自相似集E
,

假定任 3 个分支 笋 ‘(E )
,
岁 ,

(E )和 梦 。
(E )的交集

是零H
a一测度的集合

.

定义重迭 系数为

之‘= 1 一 E
护一 1

j 年 ‘

r 丁
r才十 r

l

万
B

(梦
‘
(E )自梦

,
(E ))

H
’

(岁
.

(E ))

(‘二 1 , 2 , ⋯ , m )

那么

乙 几, (r ,
)
‘

二 i

, 戈 I

证明与定理 3
.

3 类似
.

接着考虑几< In 3的情况
.
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.
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.

4 )

图 3 表示的是在刀= : 平面上的
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e 孟
(
e 一久S )=

。久(1 一
s
) = 1

因此
, 兄< In 3时

,
可达集的维数还是

: = 1

例4
.

2 将前例稍加变动
,

2“

、、.足..矛

{忿
1

) l
! 沙}

一
}

、 2 3 ,

、

一凡x
l

0 !
·

(
0

0

一 X 土

万宁.. .....
.

、

于臼

、、...... .‘尸0xlo

0

。: , 。2

都满足 (4
.

2 )
.

为避免重迭

ge
一 离.

= 1

,

先设几> In 3类似于例 4
.

1中的讨论
,
有

当之> Zl n 3时
,

可达集的维数是 1
.

而当 凡从Zl n 3 变到hi 3时
, 相应的维数从 1 变到 2

.

而

对于几< In 3
,

可类似上例用 (4
.

4) 讨论
, 知维数仍是 2

.

详细可看表 1 :

衰1

3
竺{

‘

竺{
‘

·

延{吵
‘
1 二竺 1

.

80 1
.

9 0

1
.

2 2 1
.

1 6

2
.

00 { 2
.

1 0 〕 Zln 3

毛
6 9 {

1
·

“7
}
1

·

4 6
}
i

·

”7
「

1
·

2 9

.20一.23
2

注 4
.

2

1
。

前例中
,

对不同的二 1

(0) 斗。
,

可达集有不同的大小
,

但维数却一样
.

2
’

为使可达集R 是闭集
,

定义可达集为有限时间可达集R
;
的极限点的集合

,

即R 二 R
F
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