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薄板弯曲问题的非奇异核边界元法
’

王 左 辉

�合肥工业大学
,

���  年 �月 �日收到 �

摘 要

本文从满足一定条件的�
�

�� �盯 级数出发
,

得到非奇异的基本解
�

用它作积分方程的核函数
,

从而给出了又一种薄板弯曲问题的
�

边界元解法
�

本文方法可适应各种载荷和边界条件的要求
,

并且

计算简单
,

精度高
�

关健询 边界积分方程 基本解
一

级数

引 言

奇异积分方程在各方面都得到了广泛的应用
�‘� ,

在板壳弯曲问题上 也 是如 此
‘“ ,

距
�

因

此
,
如何处理奇异积分一直是人们极为关心的课题

�

而另一方面
,
与边界元奇异解法平行的

非奇异积分方程却因种种原因
, 工作做得不多

〔‘, ’二�

文〔�〕于 ��� �年首先明确提出了利用解的

完备系作权函数来建立积分方程的方法
�

文〔� 〕从原微分方程的解与加权残值方法的解应具

有等价性的观点出发
,

讨论了边界积分方程的充要性
�

本文则主要针对薄板的弯曲问题加以

讨论 �壳也类似�
�

在板壳的弯曲问题中
,

经典法是用� � � �� �� 级数来逼近板壳中面的挠曲

面
�

著名的纳维法
、

李维法早为大家熟知
〔“二�

本文也是如此
,
不过在这里不是用� � � �� �� 级

数去逼近原问题的挠曲面
,

而是把其作为权函数
�

本文不同于以在的方法
,
权函数的选取

,

不仅取其在某一口
�
域内满足�

‘。� � 尹 � 。
,

而且让其满是口
�
的边界条件

�

对子这样的函数
,

它们仅起着辅助的互换加权作用
,
对它们没育收敛快慢的要求

,

只要求它们相互独立和在口
�

域上完备
�

而� � � �� �� 级数恰恰能满足这些条件
�

由于� � � � �� � 级数本身特有的性质
,
它应用于解析求解中早巳涉及到各种各样的力学问

题
,
且方法较方便

,

表达较简明
,
这就为本文方法的推广提供了有利条件

�

因为对弹性体而

言
,

有了� � � � �� � 级数解析解就有字本方法中的基本解
,
所 以

,

非奇异核边界元法将会有广

阔的前景
�

本文主要从薄板的弯曲问题来讨论
,

实际上可很容易地推广本法到其它问题上
,

如中厚

板
、

壳体等
�

‘

刘人怀推荐
。

国家自然科学基金资助课题
�

�� �
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二
、

薄板的积分方程与基本解

� � � � � �� �理论中各向同性板的弯曲阿题归结为

口
�

� � ‘功二 口 ��
�

��

厂
, � 。 � 切

,

劝
。
� 吵

� � 。 � 葵
,

厂� � 功� 仍 ,
�

二
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。
, � � ”, 二夕

�

厂
, �
犷

, � 夕
。 ,
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。
二 �

�
, ”。� , 二 刃
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�
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一
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·
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和
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。功 , 二‘
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�
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� �
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。

�
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�

, , ‘

�
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�
二 一 � 一舒

产

�
�田 ,

�
。
� �

。 , � � �, 。 犷
,
二 �

。

�
一

子
�

、 �
一 一 �称

�
一 , 一 ”一

‘’‘ 口 � ” �
’
� ,

『
”
一 气 一 ’

��

��
, �

。

为外法线
, 和正切线的方向余弦

�

取。
�
为权函数

,

��
�

� �式 的加权残值方程为

�
。�� � ‘切 一 。,切’�“一“

��
�

� �

式中
, 、 , �〔口

, 。� 〔口气 口 � � 口

由 ��
�

� �可得如下积分方程

妙
四““�
习

叨 , , 卜 , 浏
·、

�

�
二 �厂�。 一� �,

·

� �
。

, �一 犷
。。·、� �

一

�
。� 功·�“

��
�

� �

式中 � �
�功� 二 �� ��

�

��

可以证明
,
对于满足方程��

·

� �的 , �〔。气 求解积分方程 ��
�

� �与求解方程 ��
�

� �等价
�

这是因为
,

用加权残值法取��
�

��的弱形式

�
。� �� �

� ,
一 �· �切““一 。

即
�
。 � �

�。切, �“ 一

军‘
。‘, , 一 , �。 , ,

�

�
二
‘�

一
�

·

, , � � , , 一� ,。 , �
·

一

�
。“’田�。

将方程 ��
�

� �代入得

�
。
�� �

‘, 一。, �
‘�“一 。

丫 �� ,
为口

,
。口域内的任一非零量

� � �功 一 �二 �

因而问题集中在怎样选用权函数 功条上
�

众所周知
,

奇异 解法在积分方 程 ��
�

� �中
,

取
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�� � 占�占
,

的且口
�
为无 限域

,

从而将方程��
�

��的一个特解用作基本解
�

而本文则是用� � � �� ��

级数作权函数
,
这是因为它只涉及初等函数

,
计算方便

, 又避免了 奇 异 积 分
�

根据实践
,

� � � �� �� 级数按以下三种方式选择
,

将收到最好的效果
,

决非偶然的是它们正好对应于薄板

力学中的三种经典解法
�

第一种选择

取 ,
一艺 � 。成�

宁趁兀�

�

�一 � 。 �的
, � , �〔口� , 。� 和 口� 相当于一块两对边简支的板

, � 是简支边方向
, 。
为跨

由方程 ��
�

��
,
取尹 � �

,

有
� � �

、 � � � �
、 心

以
幻 一 �灯言

竺

�群从
」

苦
二

�几
一 “

解得
� �一 � ·� �

嘿
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嘿
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罕
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罕
将�

� 代入 切� ,

再将。
�
代入方程 ��

�

� �有
尸

急

点〔���
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���

� 。 � 。 �

���
� 口� 。 �

���
。。 � ·

〕
一 ”

由于�
。 ,

� 。
,

� � 和� �
为任意常数

,
故有

���
� 二 一 。

, 川� ,一 � , � ,
⋯ , � 一 �

,
�

,
�

,
�

而
呱

二 一 “ 就是下面的积分方程

�
�

��。��
� � 。一 �、��。

二 ,
。

� 。
。

�, ��
。二 一 �

。

�二
‘
�
。二〕、�

� �

� 乙 ��� ��少犷�
。二 一分��二护�

。二 �

一
�
。�二

‘
�
� 二�“

��
�

��

式中� 粉
� ‘
为基本解

,
由下列表达式给出

�

�
, .

)
。 , = e h 望些卫。i n 拼汀X

a

(
2
.
7
)

、
.,

!

二

了..尹

(
。. )

. 。 = s h 些业 sin

罕
,

(
。· ,
一

。“h

缨
“‘n

瞥
,

(
。·

)一
。c h

嘿
“‘n 川兀X

a

由式 (2
.
7)就可利用 (2

.
幼和 (2

.
la) 确定其它基本解

.
如 伽才)

. K ,

...

,

(
厂方)
.K
等显式

.

显然
, 积分方程(2

.
6)的核函数只是函数级数的某一项

.

m ~ 1, 2, 3 ,

⋯
,

肠 K = A, 尽C, D
. .

(z. 7a )

用由板的未知量个数决定
‘
原则是使所列的积分方程数与未知量个数相等

.
比如

,
若有

一板
,
满足 。C O

. , 经剖分插滇后共有8个未知量
.
在非对称情况下

,
K , A

,

B, c, 肠 “一

2 ,
这样正好可以提供8个积分方程

.
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第二种选择
气

取 功. =
E

·

[

。: (
r
)
c o sm o + 勿竺(r)Sin m o〕

: ,

0 为无限域口
带
内的极坐标

,

取沪 = 。
,

由方程(2
.
5)

,

即V
4脚. 二 0求得 , 票和功太

.

考虑到
:二 。时

,
位移为有限值

,
得

tD := 必票= C 。:r“ + C
. :r “ + 2

(
m 二 o

,

1

,
2

,
3

,
⋯ )

仿照第一种选择时的推导
,
仍得积分方程(2

.
6)
.
而基本解如下

:

(。
.
)
。 , 二 r , e o s m 先 (。

.
)
. ,

=
r “ s i n o s

(
功. )

. 。
=

r 协 十“e o s m o
,

(
。. )

. 。
=

r , + Z o i n o s
}

( 2

.
8 )

此结果与文〔4」中用复变函数方法求得的板的完备解几乎是一样的
.

根据式 (2
.
5) 给出(。.) o K ,

就可以用 (2
.
2)和 (2

.
la) 确定其它基本解(

.
)
。 K
的显式

.

由
: x一 rC O s o , , = r si n o

,

(
2

.

5) 式可写成以
x , , 表示的双 调和多项式

:

1一 x , 刀,

粉
, x 艺

+
夕, , 劣么一 , 2

R e
(
: z ‘一 ‘
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,
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: z 七一 ,

)

,

R
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(

z 贻
)

,

I m (

z 介
) k = 3

,
4

,
⋯

,

其中
二 = x

+ 勿
, 忿二x 一勿

第三种选择

取 “
一 E 艺 A

sin 坛x
一

归in

乙= 1 仍 = 1

优兀g

a

x , , 〔口介 ,
日牵
是一块边长为

a
的四边简支的正方板

.
由方程(2

.
5) 得

:

“一D睿鑫
A!·

(尝)“
‘2+ 。

2
,
25‘一‘犷

·‘· 优兀夕

a

代入方程 (2
.
4 )得

:

{

。
6 犷, 切““

一

十

习
叨‘

( 少季,
:二 一’
碱

,
!。“

+

{

二〔(u : )
‘

一
(M, )

:· ,
·

+ M

·

“, ,
!二 一犷·

‘功
·
,
‘·〕d ·

一

{

。。(叨
·
,
‘·
d “

(2
.
9)

基本解为
:

!

、

2...产(田
,

)
‘二一 。i。

:
l“
x 。i。少任“

(2
.
1 0 )

“,一D(晋)
‘

(
‘
2
+ 优

2
,“口

·
,
:二

由式 (2
.
10 )和 (2

.
2 )与 (2

.
la )式可确定其它基本解(叻忿)

:。,
⋯

,

( 犷犷)
:.
的显式

.

l= 1 ,
2

,
3

,

⋯
,

l
;

m = I
,

l + 工
,

I + 2
,

⋯
,
爪

’

l 和 仇 由板插值后的未知量个数确定
.
原则仍是所列积分方程数与未知量个数相等

.
同

样
.
1和m 必须从低向高顺序取而不可跳项

.

由上可见
, 不论在哪种选择下

,

每一项
一

(

.

)

。盆都是一个初等函数型的基本解; 它们只

起着辅助的互换加权作用
,
对它们没有收敛快慢的要求

,
也不会弓!起权分寄性

; 而且可以满
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足各种载荷
、

形状和边界条件的要求
.
至于单元剖分

,
分段插值与普 遍 采 用 的奇异解法相

同
【2二.

但是计算上要方便得多
.

三
、

地基板与正交异性板的积分方程与基本解

前述方法可以推广到许多问题的求解中去
.
本节只就两个问题加以讨论

,

且用前述的第

一种选择

令O

‘一

军
‘。“‘

嘿
‘

作为权函数
.

1
.
弹性 地基板

双参数地基上的薄板弯曲问题为
【7 二

口: 刀V
4切 一 G V Z切+ K 叨二 q

.

边界条件见式(2
.
la)
.

G 和K 为两个独立的地基弹性参数
.

G = 0时
,

K 就是W in kl er 地荃基床系数
.

类 似第二节的推导后
,

得积分方程
:

(3
.
1)

J

二「(厂: + G , : )
。K 叨 一 (M : + G 山

·
)二 ,

·
+

M

·

‘, , ,‘一V
·

‘叨
·
,二〕d

·

+
E

〔, ‘
(少梦)
一

户‘(叨
·

)

·二

卜 {
_
。‘。‘ ) ·

二
d “

(3
.
2 )

基本解的表达式如下
:

、、

!!

l

!

(

切 带
)
. ,

= e
h

a 夕e o s刀夕s in
从汀X

(
叨. )

. , = s
h

a y s i n 刀, s i n
7刀 7t X

a

(
3
.
3
)

(
山. )

。。
= e h a 夕s in刀夕s in

,刀兀X

(
。. )

。。
= s h a 夕e o s刀夕s in

沉汀X

a

式中

一{通
一

(寿
十

别弩
一

)

“
+

( 瞥
一

)’+ (易
十

丫材

刀一
!杏(斋谣(物减

一

呼介(易
+
叮))l

‘

其它的墓本解
,
如(叻分)

. K ,
⋯

,

(
厂忿).

K
仍通过式 (3

.
3)

,

再利用式 (2
.
幻和 (2

.
la )给出

.

m = 1 ,
2

,
3

,

⋯
,
, ,

K 一 A :月
,

C

,

夕 (3
.3a)

, 由插值剖分后的未知量个数决定
.
原则与第二节同,
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2
.
正交各向异性的薄板

正交各向异性板在横向荷载作用下的弹性曲面微分方程
。 0心切

口
, , 二二- 丁 -
‘

d 劣
,

0

4切
+ D

:

后乒
+ “D 。 0

4切

a x
2
0 夕2 = q (3

.
4 )

其中

弯矩
、

D

3

二 拼
:
D : + Z D

二
= “ID

:
+ Z D

了

D
1 E

z t
s

1 2 (
1 一拼,拼2)

D
2

扭矩及剪力的表达式如下
.

巨
M二一。

,

(令+拼2云行玄U夕
己
2切

一 、、溉、
,

D
‘一

畜
,

M

,

一
D
义穿”

l
令)

M:r二 一Z D
x

0
2叨

0劝夕
嘿

·

+

嘿华 , 认一擎
, 十

u弄 U y
-

U 夕

a M
, ,

O X

积分方程 (2
.
6) 同样适用于正交各向异性板

.
只是方程中的力学量是由式(3

.
5) 和 (2

.
la )

控制的
.
而此时的基本解表达式如下

:

a) D 二> D
I
D Z时

,
‘

D

3

D

:

「通
L I

土了D 互 D : 、告1去
丁、D ; 一D

Z
) 」’ 犷2

.
「二丛

-

L D ,

D

:

D

2

_ 了卫夏_卫
卫、告1去

、D 孟 D : / 」

(,
.

)
. ,

=

e
h 塑丝。卫 sin 塑

x
(。. ) 。。 = s h

川兀r l夕

a

川汀X

a

(
功. )

。。
= e

h
川兀f Zg

a

川汀X
S l n

—
- (叨. ) 。。二 s h 爪

兀r 么g

a

川兀X

a

b ) D 仓= D
,
D

Z

时
, r

= 斌力石7刀i

(二
.
)
。 ,

= e h
川汀r 夕

a

切汀尤
S l n 一

-
a (二

.
)
。 ,

= 夕e h
川兀r双

a

川汀X

a

(
叨. )

。。
= s

h
优汀r g

a

s i n 塑些乡
a (田

今
)
。。

= 夕。h
阴兀r夕

a

川兀X

a

e
) D 互< D

,
D

Z

时
, 一六(了哥

十
一

欲
一

卜
旦 _
丛 、

D : D : /

(,
辛
)
。 , =

e
h 塑吓r

‘, e o s 塑丝全夕 s in 塑丝乡
a a

,

(
叨. )

. ,

_
_

/
少了丈

附 Z \洲

二 e h
.
鱼吓犷 ,夕

a

阴兀r 么夕

a

”吕兀X

S l n

—a

(、. ) 。。二 s h 用兀r x夕
a

协汀r Zy

a

川兀X

a

,

(
阴牵

)
. 。二 s h

协汀r 一夕

a

川兀犷Zy

a

协汀尤
C O S

其它 ( 勺
.K
仍由式 (3

.
5) 和 (2

.
la) 确定

. m = 1,
2

,

⋯爪

可见
,
基础板和正交各向异性板的基木解形式相近

夕

K = A
,

B
,

C
,

D

.

对它们的求解也类同
.

四
、

.

算 例

在以下各题中
,
为计算方便

,

置口与。
.两

,

板心重合
.

例飞 一均布载荷下的四边简支方板 (图1)
.
半边知/

艺为一个单元
,
每单元上二次样条
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可可了了

圈 图 2

插值
,

5 个结点
.
取

田令二 兄 Y ,
si

n
川万工

b
b/

a 二 5
‘

K
= A

,

场 阴 ~ 1, 3 ,

⋯
,

俪 , 爪 = 。

计算结果见表 1
.

裹1 (q二 1
,

a
~

1

,

拼

0
.
2S
a

0
.
S a 0

.
7 5 a

劣 二二二 口

D 厂 一0
.
4 20 4 6

一0
.
招O

一0
.
1 3 4 89

一 0
.
礴叫 97 一 0

.
3 5幻0 一 0

.
2 5 2 2 9 一 0

.
0 6 24 5

一 0
.
12 5 68 一 0

.
9 8 52 1 一 0

.
5 5 16 0

0
.
0 6 4 9 3 5

井
0

.

0 6 4 9 6 4

么R

劣 , 0 D 田
0
.
0 04 06 0 2

一
0
.

0 0 4 0 6 2 3

精确解

例2 周边简支圆板
,

承受反对称荷载
,

半径为
a (图2)

. 1/ 4圆弧为一单元
,

二次样条

插值
, n

+
1 二结点数

,
取

。带 =
E

Y
o s i n

爪兀X
b /
a
= 5

一 。二 2
,

4
,

6
,

⋯
, 而; K 二 A

,
B

; 而 = 2 (
。
+ 1 )

= 匹
a rc OS

O,

计算结果见表2
,

3
.

衰2 n二4 (叮二 2
. a o z

,

升二0
.
3 ) r 二 . a

了二气
-

一{
__
一
11
”
下一置一

“ ’
_

州
_‘
一
_

一
_

打

于
_

’

一
_

⋯
”
___ _ _ _

3二/ 8

狐

一 0
.
0 12 6 2

朴一 0
.
0 126 4

. 一二 012 62

V .

一 0
.
249 99

骨赞一 0
.
24 9 9 5

餐一 0
.
2 5

一

⋯
-

一 0
.
0 1 1 6 6

.

一0
.01168

铸一0
.
0 11 6 6

一 0
.
2 3 0 9 5

. 共一 0
.
2 3 0 9 2

铸一 0
.
2 3 0 9 7

一 0
.
0 0 8 9 2 6

一份一0
.
0 0即4

一0
.00892

一 0
.
0 04 8 3

荟甘一 0
.
0 0 48 4

补一 0
.
0 04 8 3

一 0
.
17 6 , 5

份

一0
.
17675

赞一0
.
17 6 7 7

一0
.
0 9 5 66

份份一0
.
0 95 6 5

井 一 0
.
0 9弓67
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裹3 , 2 ( q = 1
. a

= 1
,

拌二 0
.
3 ) r 二二 a

一 0
.
0 1 2 6 1 5

一0
.
01262

一 0
.
0 0 8 9 1 2

井一 0
.
0 0 8 9 2

犷
, 一0

.
24 9 6 8

铸一0
.
2 5

一 0
.
1 7 6 4 7

关一 0
.
1 7 6 7 7

二, ‘~
一 . . ‘ 卜 ‘. ‘劫即. 幽曰“

J.‘ . ‘‘益 ‘‘‘. .目
.

当 ‘; . ‘响叫 ‘‘ 曰‘切 二一场‘‘ 多 二‘‘召 目 万二‘‘一
,

. ‘‘‘‘ 劫 品

, 奇异解
, ‘

.

精确解

例3 周边固支的正交异性圆板
,

弹性主向

与x
, y 轴平行

,

承受均载
. 、

1/

4 圆弧为一单元
,

二次样条插值
,

5 个结点
.
取 图 3

二
一 乙 Y

oai n川
汀X

b

b /
a 二 4 ,

K = A
,

B m 二 1 ,
3

,
5

,
一

,
9

.

如图3
.

D :几> D 互
,

D
: 二 1

.
4 2 5 P

,

D
Z

= o

.

1 1 9 P
,

D
。
= 0

.

2 9 4 6 P

D
:
= 5

.

0 6 2 5 P
,

D
3 二2

.
2 5 P

D
:
= 0

.
S P

,

D

。
= 1

.

2 1 5 P

h
“

P =
1 0

。

一几
1艺P,P,

�.工1工几从= D 爹
,

D
:

=

D
、
D

:

< D 互
,

D
,

计算结果见表4
.

表4

r二二二口 D
:
D
:
> D 二 D ,

D
: ”刀孟 D ,

D
:

< D 二

M
。

本文解 {
-

一
_{

一0
.
2 7 2 ,

{

一 0
.
1 0 2 5

一 0
.
0 2 3工

}

文[9 ] 本夕懈 { 文〔9]

一0
.
2 7 3

一0
.
1 0 2

一 0
.
0 2 2 8

一 0
.
04 3 9 1

一 0
.
1 1 6 4

一 0
.
2 2 3 1

一0
.
044 0

一 0
.
1 16

一 0
.
2 2 3

.
斗
2

。刁刁

一0
.
6 6 0

一 0
.
15 5

一 0
.
6 5 9

一 0
.
15 8

一 0
,

2 8 4 5 一 0
.
28 7

V
。

一 0
.
6 44 6 一 0

.
6 4 5

本文解

一 0 1 4 4 1

一 0
.
14 1 5

一 0
.
0 7 1 9

一 0 6 3 8

一 0

.
4 9 1

文[9〕

一0
.
切4

一0
.

14 2

一0
.
07 2 1

一 0
.
6 39

一 0
.
4 9 9

例4 一均载下 的周边固支圆板
,

如 图3
.
取

, 。, 辛 _ r
, 气,

~ 一 浴‘日 ‘曰
m 月

行孟兀X

sl n
一

6
S

l
n

九兀刀 5 ; 对于
!

。
b一““

将。沿径向2次样条插值
,

5 个结点
. m =

b/a二

l , ” , 1 3 ,
5

, 川 = 3 , n
= 3

一
5 ; 拼 = 5 , n 芍 5

.

结果见表 5 (此题若用轴对称问题解析求解本是非常简单的
,

而这里之所以 弃简从繁
,

是为了检验在第三种选择下
夕
方法的有效性

.
)

计算

完全

裹5 二 1
.
拼二0

.
3 )

⋯竺丫二咒一⋯花西万{
一

, 一

本 文 解
{

“
·

0
‘5 6 8 }

( q ” 1
,

a

D

,

(
1

)

0

.

0 1 3 7 2

0 0 1 3 7 3

D

,

(
2

)

0

.

9 0 8 7 8 0

Q (
4

)

0

.

4 9 9 9 9 9

M ( 4 )

精 确 解 0
.
01562 0

·

即妞789 { 0
.
50

一 0
.
1 24 9 9

一 0
.
1 2 5
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五
、

讨 论

1. 除前述三种选择外
,

当然还可以选择其它级数作权函数
.
本文之所以选F ou ri er 级

数是因为它形式最简单
,

使用最方便
.
而更重要的是它在解析解中应用 相 当 广 泛

.
简单地

说 ,
本方法就是对原问题另

, 男〔口
,

选简单域口
. ,

使口
帝刁月

,

用口. 上且满足一 定条件的级

数解析解金
.
的第i项作基本解 (i= 1

,
2

,
3

,
⋯

,
抓)

,

通过积分方程求解原问题
.
可见

夕 用F o u ri er

级数作权函数可很方便地推广本方法到其它各类问题中去
.

2
.
至于本文的三种选择

,
在薄板弯曲问题中使用都很方便

,
但也有各自的优缺点

.
如

求解球壳就需要第二种选择
,
然而在地基板中第二种选择下的基本解将是特殊函数

.
第三种

选择使用最直观
、

简单
。

它不需通过求解微分方程来得到基本解
, 不论是地基被还是正交异

性板
,

它的基本解除b耘以外没有变化
,

而石耘也只需要进行简单的算术运算便可得到
.
也就

是说对不同的问题
, 只须更换不同的砍

K 即可
.
但代价是对于

J沪
, ‘? ““

须将 。在整个口 域内剖分插值
,

从而未知量要多些
.
作者认为最方便使用的是第一种选择

,

如果选

, 一
交‘汽

c。。
二
+ , 。。i n二

‘

一了
、

u u

甚 至还可以解决一般各向异性板问题
.

3
.
由基本解的形式可见

,
它们总包含。h

,
c

h
,

Si n ,
c o s 这些函数

,

所以只要对高斯

积分做一定的处理
, 比如以它们为数值积分中的权函数来制表

,
会得到更好的结果

.

4 . 尽管域内量可用许多方法求得
〔4 二 ,

但相对来说还是奇异解法的积分方程解最方便
,

更重要的是
,

此时积分方程的核函数也是 非奇异核
.
所以对边界积分方程采用F O u ri e r级数

作为
·

基本解
,

解出边界量后
,
利用尹= 己(舀

,

功所对应的基本解求域内量将是最好的匹配
.
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