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摘 要

本文提出了一种解析方法求解球体的弹性动力学问题
.

将球体弹性 动 力学基本解
,

分解为一

个满足给定非齐次混合边界条件的准静态癣和一个仅满足齐次混合边界条件的 动 态解的叠加
.

利

用变量替换将动态解需满足的动态方程变换为贝塞尔方程
,

并通过 定 义一干有限汉克尔变换
,

就

可以容易地求得非齐次动态方程的动态解
,

从而
,

得到球体弹性动力学 的精确解
.

从计算结果中

可以发现
,

在冲击外压作用下的球体圃心处具有动应力集中现象
,

并导致很高 的 动应力峰值
,

这

对球体的动强度研究有一定的实际意义
.

关. 询 球体 弹性动力学 动应力集中

引 言

球体在动载作用下的动应力响应和分布规律是一个典型的弹性动力学问题
.

得到这类问

题解析解的关键在于求解一个满足给定的边界条件和初始 条件 的弹 性动力 学 基 本方程
.

L aP lac e 变换
〔‘’〔2 ,

可以 被 用 来 求 解 这 类 问 题
,

但这种求解过程较复 杂
,

并且有时对于

L aP lace 的反变换是非常困难或是不可能的
.

球体在外载作用下的动应力响应至今还没有得

到充分的研究
.

本文将球体的弹性动力学解分解为两个基本解的叠加
一

个晕满足给定的非齐次混合边

界条件的准静态解
, 另一个为仅满足齐次混合边界条件的动态解

.

通过定义一个有限汉克尔

变换对动态解应满足的非齐次动态方程进行有限汉克尔变换即可较容易地得到动态解
.

最终

得到所求问题的精确解
.

最后
,

本文计算了实心球体在突加外载作用下的动应力响应
.

通过计算特例验证 了本文

的解是波动解
,

具有波的一切特性
.

从解的解析表达式和计算结果中可以发现球体在突加外

载作用下
,

在球心处具有动应力集中现象
, 并导致该点呈现很高的动应力峰值

.

值得注意的

是球心处的动应力值虽然很大但是一个有限值并无奇异性存在
.

球心处的动应力响应和球体

内其它各点动应力响应一样
,
随着应力波在外边界不断地反射作用而产生强烈的周期性的振

荡曲线
.

本文的主要作用在于提供了一种简便有效的求解方法
,

获得了球体的弹性动力学解并揭

.

钱伟长推荐
.
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示了球心处存在粉动应力集中现象
.

二
、

弹性动力学场方程和求解方法

外半径为 b 的弹性球体
,
外表面受到均布的动载荷P(t)

,
它的弹性动力学基本平衡方程

为
.
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上式中
, U = U (

, ,

t) 是径向位移
, 犷和 t 分别是径向坐标和时间变 量

.

犷二 斌

示波速
, 其中 兄和 。是L a m e弹性常数

, p 表示质量密度
.

、

设在时间 t= 0 的初始时刻
,
球体具有任意给定的初始条件

;
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,
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t) 表示径向应力分量
.

由位移场
、

几何关系和物理关系
,
可得球体动应力的表达式为
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即
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(
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r + 矶 (2
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5 )

将式 (2
.

5) 代入非齐次混合边界条件 ( 2
.

4 b、c)
, 可以求得方程 (2

.

4 )的定解为

U
,

(十, 户) , 甲 (
r
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夕(矛) (2
.
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其中
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将式 (z
.

3 )和式 (2
.

4 )代入方程 ( 2
.

1)
,
可以得到动态解U :

(r
,

t) 应满足的非齐次方程
、

初

始条件和相应的齐次握合边界条件
.
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由贝塞尔函数的性质可知下式成立
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表明在球体圆心
, = O处的径向动应力响应等于切向动应力响 应

.

球体的材料性质为 几= 拼= 80 G P a , 犷= 5 0 0 0琅/s
、

采用无量纲变量为 丙 = a ‘/ a
。 ,

T = 环灯b
, R = r/ b

.

图 1 中▲表示球体在静载作用下的静应力值
.

为了进一步验证解的正确性
,
首先计算了球体外边界附近点的动应力响应

.

令动应力响

应的历程T 成1
,

排除了应力波反射的干涉
.

由图 1 可见
, 当应力波波头随时间 T 自球体外

边界向圆心处传播时
, 当应力波波头没有到达某一点时该点的动应力为零

.

而当波头到该点

时
,

该点的动应力呈现强间断跳跃
.

当波头远离该点时
夕
该点的动应力趋于和静载时的应力

相一致
.

这一现象和无穷大弹性介质的空腔球体在内边界作用突加均布 压 力 的结 果 “〕相类

似
, 并与轴对称问题的计算结果相类似

‘”, .

由此验证本文解的正确性
,
并表明本文动应力响

应具有压缩球面波的一切特性
.
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圈 1 无反射波千涉的动应力晌应历程
.
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,
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图 2 和图 3 分别表示球体的径向动应力和切向动应力的响应历程及分布 规 律
.

球 体 内

动应力在反射波干涉下具有的强间断效应导致动应力响应历程具有周期性的剧烈振荡
,
振荡

曲线呈现明显的折线
,

尖点
.

由图2 (a) 曲线 1 可见在球体的外边界径向应力严格满足给定的

边界条悴
.

从图 2 (c )和图 3 (c )可见在球心处的动应力峰值远远大于在外边界附近处的动应

力峰值
.

这一现象可解释为
:
应力波自外边界向球心处传播时将相聚于球心

r二 。处
, 这时沿

球体四周 (径
,
纬) 向将在球心点处发生波头相撞导致动应力集中现象

,
并由此产生很高的

应力峰值
.

比较图 2 和图 3 ,
可以发现球体的径 向和切向动应力响应的 差 异 随 着 R = r/ b、 0 而减

小
.

在
: 二 o 的球心处径向动应力响应和切向动应力响应完全一致

.

这是因为在球体
: = o 的

球心处一点的径向和切向的几何量是相 同的
.

图 2 (d )和图 3 (d )表示径向动应力和切向动应办在不同时刻T 时的分布 规 律
.

从图中可
以看到

,

当波头在球心 处时(T 一幼
,

,

球心处的动应力呈现很高的峰 值
.

当 波头远离球心处
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时(T = 2 )
,
球体内分布的动应力值非常低

, 此时球心处的动应 力集 中现 象 也 消 失
.

如图

2 (d )和图 3 (d )的曲线 2 所示
.

本文的主要工作在于给出一种简便有效的解析方法求解球体的弹性动力学问题
,
并揭示

由于应力波波头在球心处相撞时引起的动应力集中现象
,
从而导致圆心处的动应力呈现很高

的峰值
。
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