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一一种基于虚功原理的求解弹塑性问题的

有限元
—

数学规划法
’
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(上海交通大学工程力学系
,

1 9 9 2年 5 月 4 日收到 )

摘 要

本文通过将屈服函数按台劳级数展开
,

并略去二阶以上高阶项
,

从而将弹塑性本构方程写为

线性互补形式这一思路
,

从熟知的虚功原理出发
,

结合有限元离散技术
,

简捷地得到了一种求解

弹塑性力学问题的线性互补方法
.

所得方法可用于满足关联及非关联流动法则的材料
.

另外
,

本

文还讨论了该方法解的存在性唯一性问题
,

给出了几个有用的结论
.

关健词 弹塑性 虚功原理 数学规划 有限元

一
、

引 言

有限元法自产生以来
,

已经在弹塑性力学中获得了广泛应用
.

传统的弹塑性有限元法一

般是采用各种迭代解法
,
这些方法在结构分析中已经取得 了很大成功

.

但实际经验表明
,
这

些方法也有其不足之处
.

首先
, 采用增量迭代法时

, 增量步通常都必须取得很小
, 否则难以

收敛
.

这样
,
进行弹塑性分析所耗费的机时是很大的

.

这种情况当载荷接近极限载荷时更为

严重 ,
有时甚至得不到收敛的解

.

其次
, 当材料满足非关联流动法则时

, 采用传统的变刚度

有限元方法
,
将导致一个不对称的刚度矩阵

, 给求解增加 了困难
.

除了迭代类解法外
,
进行弹塑性分析的另一类重要方法是数学规划法

.

在这 方 面 , G
.

M ai er 作了开创性 的研究工作
“ ’.

他通过将弹塑性问题转化为线性互补方程
, 用二次 规 划

的办法求解了弹塑性问题
.

后来
, 1

.

K a n e k o 〔2 ’
将G

.

M ai er 的方 法作了某些改进
,
得出了

一套优美的含有导数的参数线性互补方程
,
并建立 了相应 的计算方 法

.

但在他们的研究 中
,

由于采用了分片线性的屈服函 数 (即通过一个多边形或多面体近似非线性的屈服函数 ) , 必

然造成未知量的大量增加
,
使得最终导出的线性互补问题规模巨大

, 难以在实际的结构分析

中获得应用
.

事实上
, 文献〔1

.

」[ 2〕以及其后 的一些文献也仅是举 了几个框架
、

杆系为例
,
对

于二维
、

三维结构
, 尚未见具体应 用

.

近年来
,
我国学者在用数学规划法求解弹塑性问题方面 也进行了深入研究

,
获得 了一系

列引人注目的成果
『3〕“ 〔‘」.

文献 〔3〕提出了一种参变量变分原理
,
通过有限元离散

,
也将弹塑

.

播立宙推荐
.

国家自然科学基金资助项 目
.
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性问题转化为线性互补问题
〔‘’.

这种方法
,
由于对屈服条件的线性化处理与文仁1

, 2〕不同
,
得

出的线性互补问题规模要小得多
, 适于实际应 用

.

经验表明 ,
这种方法能较好地克服或避免

前述迭代类方法所具有 的增量步必须很小
、

耗费机时
,
有可能不收敛及刚度矩阵非对称 (在

非关联流动时)等困难
.

文〔5〕则从变分不等方 程出发
,
将弹塑性问题化为与文〔4〕类似的线性

互补问题
.

这些方法
, 在实际应用中都获得 了成功

,
但在理论上

、

方法上都还有一些缺憾
:

¹ 文献口〕提出的参变量变分原理
,

其关键是引入 了不参加变分的参变量
,
但这种不参加变分

的参变量的引入
,
尚无充分 的数学依据

,
而且

,
这种参变量变分原理的建立

,
要借助现代控

制论的概念
, 也不便于向工程界推广应用

.

另外
, 文〔3〕中所给的变分原理泛函的形式

, 其中

与参变量有关的一项
, 似乎只能凭猜测来确定

,

也给其推广应用带来 了困难 , º 文献防〕从变

分不等方程出发
,
有坚实的数学基础

,
但方法过繁

,
且最后导出的线性互补问题规模较大

,

使存贮量
,
计算时间都非常可观

, 不便于实际应用
.

本文沿用文献 [3〕〔5〕中将屈服函数按台劳级 数展开
,
并略去二阶以 上高阶项

,
从而将塑

性本构方程写成增量线性互补形式这一思路
,
通过利用熟知的虚功原理

, 结合有限元离散技

术
,
非常简捷地得到了一种求解弹塑性问题的线性互补方法

.

很 巧 ,
这样得到的公 式 与文

〔4
, 5〕的基本一致

,
但本文的推导要简便得多

, 而且不必引进新概念
,
较易接受

.

自然
,
这种

方法同样具有前述文献〔3〕〔5〕的方法所具有的优点
.

另外
, 本文还对这种方法解的存在性唯

一性问题进行了研究
, 并证明

, 在材料满足关联流动法则时
, 若是理想塑性材料

,
解是存在

的 ; 若材料是强化的 (各向同性强化或运动强化) , 则解的存在性唯一性都可保证 ; 在材料

满足非关联流动法则情形
, 只要满足某个不等式

,
也能保证解的存在性

、

唯一性
.

二
、

弹塑性力学边值问题的提法

由于弹塑性力学问题的解与受力变形的历史有关
, 因此宜于采用增量理论来描述

.

设增

量发生前的状态已知
, 则增量形式 的弹塑性力学边值问题提法如下

:

在整个变形体口内
, 求位移增量d “‘( ‘二 1 , 2 , 3) ,

满足 :

1
.

平衡方程

d a ‘, , , + d b‘= o (在习内) (2
.

1

)
2

.

应变与位移关系

1 , ‘ . , 、 , ,

~
_

,
‘
、

d ￡‘j = 不 LJ u ‘, j + J u J , ‘) 气侄二才l习 )
‘

(2
.

2)

位移边界条件

d u ‘二d 云‘ (在S u上 ) ( 2
.

3)

力边界条件

d a ‘, n , 二 d 矛. (在S ,

上 ) (2
.

4 )
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本构方程

d a . , 二 D ‘, , : (d 。。‘一 d :
炙
‘)

、:
:

, 一、;

念
J 位

‘, , :
穿

, ,
k )簇。 (在口内 )

(当f = 0 )

(当j《o )

f 为屈服函数
, g 为塑性势函数

, 存为强化参数
,

(2
.

s a )

(2
.

sb )

(2
.

se )

(2
.

sd )

d几为流动因

八UO夕=矛.J、
.

t
斑

凡d

这里 S = S
。

+ S
,

为全部边界
,

子
.

方程(2
.

1) 、 (2
.

5) 就是传统的增量弹塑
口

幽立值问题的全部控制方程
.

参考文献〔3了〔5〕
,
可将本构方程(2

.

5) 写为线性互补形式
.

将f按台劳级数展开
,
并略去

二阶以上高阶项
,
有

:

af
, _ .

of
, _ 。 .

Of
, 。

J = J 。个
一

而奋了
一 “ 。 ‘’宁丽斤

“ “
“卞 。k “ “ (2

.

6 )

式中j0 为增量发生前 f 的 值
,
为已知量

.

同时
,
在一个增量步内

,
将 (2

.

6) 式中的

日f af 。
, 。 , 二 、

二二筋 0 9 认 , 小、二 、 :二 〔。 ,

‘二
, 一

器
一
及(2

.

sb) 式中的币等一 均看成常量
,
并设

〔”’:

能竺, ’
0壳 ~

、一
‘

一
了 少” ”

一

“ J

口口‘, 一
, 目

,

钧 ”’

~
‘

” ~

d k ~ hd 凡

这里 h 在一个增量步内为常量
.

将 (2
.

sa)
、

(2
.

sb) 及 (2
.

7) 式代入 (2
.

6) 式有

0f
aa ‘, ,

、J
矛、.、了.声、少
‘

、
产、声、.户

了sa
,
OC

,

d]2.几2..9

⋯9
3.(以了

、�‘222
.

‘
、

、.,.了尸‘、了‘、z、了.、
、

, 一了
。+

斋
D ‘, 。! J一 +

(斋 碧
, + “

翟
己f

oa ‘,
D ‘j。‘

己g

o a 七:

这样
,
本构方程可写为如下线性互补形式

:

d a ‘, = D ‘, 。‘d 。。‘一 d几D ‘j。:

.了矛一壳匀U一八d
‘

九十j二 f
。+

e j
o a ‘,

D . , 。 :d 己。: +

己g

Oa 。:

(
。

:鑫一
。

尧
Of n o夕 、J ,

,
八

一
一 下丁一

—
上J‘嘴卜 t一, 芍 ~ -

—
I 以 几二尧

、

V
d a ‘J

一 ’

d a 为乙 I

d几
·

了=

d汽》O

.

!
才

、....‘....,.、

将本构方程写为这种形式
, 是进行后面的线性互补方法推导的基础

.

三
、

弹塑性问题的虚功原理

平衡方程 (2
.

1) 及力边界条件 ( 2
.

4) 可通过虚功原理表述
:

( 。
。 ‘, 。(。。。, )J。一 { J。‘。( J “‘) J。一 {

。 。, ‘。(J“‘) 。: 一。

」。一
’J 一 、 -

一
/

一 J。一
’ 一 、

一
’ ‘ 一

J s
, ‘ ’ 、 ’ 一

~

此式不论对何种本构方程均成立
.
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将 ( 2
.

9 a )式代入 ( 3
.

1 )式
,
有

「 J _

n , , J _ 、 J 。
_

「「二
。 , , J

_ . 、 , J 。
ag n ; , J _

、I J 。
I “ ‘咨了上少口了扮王口戈“ ‘抢 lj“ 0 ‘ ~ l

_

! “ U ‘口气以 “‘j
.

r “ 几 , _ 上少落J介 !U 、“ ‘七 t 刀 l“ 。‘

J g J 臼 L U . ‘了 / J

+

丁
、 “,

‘
“(“一 )““

( 3
.

2 )

式中利用 了条件D , , 。‘一 D “‘, ·

这样
,
弹塑性边值问题可表为

:
在满足应变位移关系式 ( 2

.

2) 及位移边界条件 (2
.

3) 的位

移增量场中
,
求真实的位移增量d 。‘,

并使其满足 (2
,

g b) 、 (2
.

g d )式及虚 功 原 理 ( 3
.

2) 式 ,

即下列各式
:

「 J _

n , , J _ 、 J 。 _ f 「J L , , J
_ . 、 . J ,

Og n ; ‘ J _ 、

1
J n

、 “ 。‘夕工少 味j介玉。 、u ‘无王少“ 。‘ 一 l
_
1 u U ‘L, \“ u ‘少 , 侧 “ 几一 5 二一一 ~ 上户‘了k l 。 七“ ‘七基少 lu o d

J g J “L U 。 ‘j J

+

J
:

‘一‘
。+ 。

哭
D ‘, 一“一 +

(
。

:炙

d 歹‘d (d “‘) d s ( 3
.

3 a )

己f
OJ ‘,

D ‘J。

.

矛
. .左

co一ar八+
Og

己a ‘,

己g
‘石云石

d 几
·

f二 0

d几》O

)
d “镇。 ( 3

·

‘b’

( 3
.

3 e )

( 3
.

3 d )

了......‘‘2、卜lwe,.....、

.’~ *
, 。 。 、

二二 aj af 为 af 。 ,

、 * ~ 。
.
卜
二二 , 小 ~ ~ 一

注思 , 口
. 0 少二、甲 , 百万甲,

~ , 刀 .

蔺 一 , 九~ 夕 自‘
一

仅
“住一 ,I ’

增里歹曰叼育双 吊 鳅
。

r
以 u 畜J U

“ J u . ‘夕 U 污

节我们将看到
,
若结合有限元离散技术

,
则从 (3

.

3) 式可导出一个线性互补方程
.

四
、

有限元数值方法及线性互补方程

将物体划分为N E 个单元
,
每个单元所占区域为 口

‘ , 口二 乙口
· ,

与文〔4 〕相同
,
我们假

定一个单元只有一种应 力状态
, 屈服约束条件 ( 3

.

3 b ) 是对单元平均意义 之 下 的
.

(3
.

3a )式

的向量形式可写为
:

军J
。

,

、。·D。(。。)、。一
弓J

。
。

〔
J b·。(。。) + J、

( :昙)
, o。(、。)

〕
、。

+

弓介
;“, , “(““, “S

( 4
.

1 )

( 3
.

3 b )式的向量形式为
:

军侧
‘
。
+

(却
,
。“e +

l(御飞黝
+ h

嘿 )

一

嘿
一

了0(: 言
一

小}
““《“

( 4
.

2 )

采用有限元插值方法
,
设d u 二N

·

6 , d : 二 B
·

6 ,

这里 N为形函数矩阵
, B 为应变矩阵

, 6

为节点位移增量向量
,
则 (4

.

1)
、

(4
.

2) 式可化为
:

K
·

6 二Q
·

d 入+ P (4
.

3 )

H
·

6 一 R
·

d入+ P
。

( o ( 4
.

4 )

式中
,
各有羡符号意义如下

:
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(4
.

sa )

、

、
矛‘

、
产

,

bC氏口己」

卜钊
。

·

“
,
”“““

Q一
军J

。
,

(器
一

户
B““

”一

军协
’

·

“bd “ +

介
: ·

“
r

·

“

jdS
日一

钊
。

《汀
。“““

p
。一

军J
。

·

‘
。
““

R 一

军几
。

!嘿
一

)
,

蠕
一

)+n
·

(器)
一

(器)
, 。

(器)la
“

= R z + R
Z

R
l
一

军丁
。

‘

〔(器)
少

(言条)
+ h

(器)]
““

R
Z
一

军几
,

卜(器)
, D

(器)〕
d “

(4

(4

(4
.

sd )

(4
.

se )

(4
.

sf)

这里

若材料是理想塑性的
, R

,
= 0

.

最终
, (3

.

3) 式可化为
:

Q
·

d 入+ P

6 一 R
·

d 入+ P。
( 0

= O

(4
.

6 a )

(4
.

6 b )

(4
.

6 e )

(4
·

6 d气
从 (4

.

6 b )式解出6 ,
有

:

6 = K
一 ‘

·

(Q
·

d 入+ P)

将 (4
.

7) 式代入 (4
.

6b) 式
,
并引入松驰向量v ,

则 (4
.

6) 式可化为(4
.

了) :

(4
.

7 )

v 一 (R 一 H
·

K
一‘

·

Q)d 入+ P
。
+ H

·

K
一‘

·

P = 0

v ,
·

d 入= O

v> 0 ,
d 入> 0

(4
.

sa )

(4
.

sb )

(4
,

s e )

了.!
了
‘

、l、

令M 一 R 一 H. K
一 ’

4

Q , q 二 一 p
。一 H K

一 ‘
p

,

则上式可化为
:

v 一 M
·

d 入一 q

v T
·

d 入= 0

v> 0 ,
d 入》 0

(4
.

g a )

(4
.

g b )

(4
.

g e )

口了..,
矛

‘

l
、

(4
.

9) 式是一个标准 的线性互补问题
〔” , 其求解是很方便 的

, 比如可用 L e m k e算法
.

对

于只有一个屈服函数的情况
, 矩阵M是N E x N E 阶的

, 问题的规模很小
,
便于实际应 用

.

当

由(4
.

9) 式求得 d入后 ,
可由 (4

.

7) 式求得 6
.

这种方法的具体应用
,
类似于文献 【4 ] 的方 法

.

为节省篇幅
, 本文不再赘述

.

五
、

关于解的存在性唯一性问题

从文〔7] 知
,
对于线性互补问题 (4

.

9) , 只要矩阵M是半正定的
,
解一定存在 ; 若 M 是正

定的
,
解存在且唯一 下面来讨论M的正定性

.
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, R
,

先 讨论理想塑性情形
.

此时 R : = o ,
M = R

Z 一 HK
一‘

Q
.

可以证明
, 矩阵T =

}
‘Q

M的正定性相同
,
由T的 (半 ) 正定性

, 可得到M的 (半) 正定性 (证明见附录 A)

可将对M正定性的讨论转化为对T正定性的讨论
.

对于矩阵 T ,
我们有

砰 = X T T X

rd 入 、 : ‘
d 入

、

二 } 卜 T { }
“

6
产 、

6
(5

.

1 )

利用 (4
.

5) 式 , 上式可写为
:

班 一

军几
。

卜
”十

(黔
“‘

〕
,

,

[s.
‘十

蠕 冲妙 (5
.

2 )

可见
,
若将上式写为张量形式

, 则只要满足
:

g一无
八d

.

工口

一�d

f
, _ .

, 、 , J 。
6f 飞n 「

_ , _ ‘ 、、 . , ,

! “ 。 ‘j 戈u j , 尸 “ 几
一

百二 一 ! 上少 ‘J无了! 以 己七‘戈u 少
~ r o 几

L U 。 该了 J L J
) “

( 5
,

3 )

就可保证 T 的半正定性
,

因此 ,
我们有

:

结论 1 对于满足关联流动法则的理想塑性材料
, 以

.

9) 式的解存在
.

事实上
, 此时 g 二 f

, (5
.

3) 式一定成立
.

结论 2 对于满足关联流动法则的溜化 (各向同性强化
、

运动强 化或混合 强 化 ) 材料
,

6
.

9) 式 的解存在且 唯一
事实上

, 对于强化材料
,
对角矩阵R

‘

的各对角元素均为正
, R , + R

。一 HK
一 ,

Q一定正定
,

故结论 2 成立
.

对于满足非关联流动法则的材料
,
无法给出一个关于解的存在唯一性问题的满意结论

,

但若确知某种材料一定使 ( 5
.

3) 式成为不等式
, 则线性互补问题 (4

.

9) 一定有解且解唯一

六
、

结 语

本文从虚功原理出发
, 结合有限元技术

,

简捷地得出了一种求解弹塑性问题的线件互补

方 法
.

本文的推导
夕 不必 引进新概念

, 只是虚功原理的灵活应用
.

与文 [3 」相比
,
这种 方 法

更易接受
,
数学依据也较可靠

,
而且还避免 了文〔3〕靠猜测来确定参变量变分原理泛函 形 式

的不便之处
.

与文〔5」相比 ,
本文避免了变分不等方程的一套繁复的推导

,

而且得出的线性互

补 问题的规模要小得多
,
便于用于实际结构分析

.

总之
,
本文的这种方法是既简便

、

易于接

受
, 又便于工程应用的

.

在将弹塑性问题化为一组线性匠补方程后
,
本文还对这组方程解的存在唯一性问题进行

了分析
, 给出了几个有用结论

,

本文的这种方法
, 目前仅用于静态弹塑幽司题

,
但对于其它问题

, 比如动态 弹 塑 性 问

题
、

接触问题等
,
也可推广应用

.

我们将另文发表有关结果
.
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附录A 关干矩阵T及M的正定性

设 , 一

l
T i : T i ,

T : 1 T Z : )
,

‘2 2

为 对称有 逆 矩 阵
,

“一了1 1 一 丫1 2‘扩‘
2 1 ·

可以证 明
,

若“半 , 正 定
,

贝“

M (半 ) 正定
.

证 对于任意的X
,

我们有
:

牙 = X T T X

一

(委:)“(t ) (A
.

1 )

‘

(夏: )
一

(::) (A
.

2 )

则 附 一

(夏:)
T

(万: )
一‘1·‘1 + ‘2·‘2

(A
.

3)

从 (A
.

2 )及T矩阵的定义
,

有
:

T , , X : + T l : X Z二 Y,
(A 4

.

)

T : iX I + T , ZX : = Y,
(A S

.

)

由(A
.

5 )可解得 X : :

x , = T ;zl Y: 一 T扮T : IX ,
(A

.

6 )

将(A
.

6 )代入(A
.

4 )
,

可得
丫1 = 下1 ,X , + T t : T iZI y : 一 T , : T扮T Z , X ,

(A
.

7 )

将 (A
.

6)
、

(A
.

7 )代入(A
.

3 )
,

并利用条件 下2 : 二 T孔
.

有
:

平 = x f( T , 1 一 T , ZT衬 T : ,

)X
, + Y歹T iZI Y Z

+ X f( T , ZT iZI 一 T : , T [2l )Y
,

(A
.

8 )

对于任意的 X , ,

从(A
.

6 )知
,

总可选择适当的 X Z
,

使 丫; = 。
.

对于这种使条件 丫2 二 0满 足 的 X l
.

X Z
,

(A. 8 )成为
:

附二 X不( T , , 一 T , ZT 万梦T 2 1
)X

l = X fMX ,
(A

.

9 )

可见
,

若T 正定
,

则对任意的X ,
斗 。

,

均有 附> o
,

M 必止定
;

若 T 半正定
,

附 ) o
,

M也是半正定的
.
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